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Magisterij naj obrvnava osnove teorije perfektoidnih prostorov. Skozi Huberjevo te-
orijo adičnih prostor definirajte geometrično ozadje problema. Obravnavajte teorijo
perfektoidov in pokažite naklonsko ekvivalenco za perfektoidne prostore.





Delo se ukvarja s perfektoidnimi prostori, razredom objektov v p-adični geome-
triji, ki jih je vpeljal fieldsov nagrajenec Peter Scholze leta 2011 v svoji doktorski
disertaciji. Najprej si ogledamo nekaj osnov teorije valuacij in adičnih prostorov,
ki predstavljajo geometrijsko ozadje teme. Nato definiramo perfektoidne kolobarje
in polja in si ogledamo nekaj njihovih lastnosti. Vpeljemo funktor naklona, ki nam
omogoča prehajanje med objekti v karakteristiki 0 in karakteristiki p. Za konec si še
ogledamo perfektoidne prostore, ki so v grobem ravno skupaj zlepljene perfektoidne
algebre, podobno kot so snopi ravno skupaj zlepljeni afini snopi.
Perfectoid spaces
Abstract
The work is about perfectoid spaces, a class of objects in p-adic geometry that
was introduced by the Fields medalist Peter Scholze in his PhD thesis in 2011. First,
we will discuss some basic theory of valuations and adic spaces, which represent the
geometric background of the topic. Then we define perfectoid rings and fields and
look at their properties. We introduce the tilt functor, a tool that helps us to transfer
from characteristic 0 to characteristic p. At the end, we look at perfectoid spaces,
which we get by glueing together perfectoid algebras, similarly to how we get the
schemes from affine schemes.
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Aritmetična algebraična geometrija je področje matematike, kjer probleme iz teorije
števil rešujemo s tehnikami in orodji iz algebraične geometrije.
Podpodročje p-adične Hodgeve teorije se ukvarja z objekti karakteristike 0, ki
imajo residualno karakteristiko p. Med največje dosežke na tem področju štejemo
Faltingsove izreke o skoraj čistosti (”Almost Purity”) in Fontaine-Wintenbergerjev
izrek. Peter Scholze je leta 2011 v svoji doktorski nalogi vpeljal perfektoidne pro-
store in tako postavil nov mejnik na tem področju.
Perfektoidni prostori predstavljajo most med karakteristiko 0 in karakteristiko
p, po katerem lahko hodimo v obe smeri. Izkazali so se za zelo uporabno orodje in
pripomogli k dokazom mnogih pomembnih domnev, npr. domneve o uteženi mo-
nodromiji (”Weight Monodromy Conjecture”), velik vpliv imajo v topološki ciklični
homologiji,...
Scholze aktivno soustvarja in pomembno pripomore tudi k nekaterim sorodnim
področjem, npr. k slavnemu Langlandsovemu programu. Za svoje prispevke je bil
leta 2018 nagrajen s Fieldsovo medaljo.
V nalogi bomo najprej na hitro ponovili nekaj komutativne algebre in si ogledali
osnove teorije valuacij. Tako opremljeni se bomo podali na pot proti teoriji adičnih
prostorov, ki jih je razvil R. Huber v [12] in [13]. Za začetek bomo obravnavali
Huberjeve in Tateove kolobarje, ko bomo zgradili dovolj teorije pa se bomo lotili
tudi bolj splošnih adičnih prostorov. Adični prostori so pomembni, saj kot podenti-
tete vsebujejo tako snope in formalne snope, kot tudi primere iz rigidne analitične
geometrije nad nearhimedskimi polji.
Z znanjem abecede se bomo nato lotili poštevanke. Najprej se na meniju znajde
celostna teorija perfektoidnih kolobarjev. Čeprav gre za najbolj osnovne gradnike
perfektoidov, pa se bomo pri njihovi obravnavi pošteno namučili, še posebej v pri-
merjavi z vǐsje razvitimi primerki taiste specije. Poseči bo potrebno celo po doda-
tnem orodju/prisilnih sredstvih v obliki Wittovih vektorjev.
Logično nadaljevanje bo racionalna teorija perfektoidov. Naši subjekti tukaj
bodo perfektoidni Tateovi kolobarji, ki sicer svoje prvinskosti ne tajijo, jo pa dosti
bolje krotijo kot celostniki. Značajsko spremembo prepozna tudi skoraj matematika
in ponudi roko v pomoč, kar rezultira v simbiotičnem in plodnem sobivanju vseh
vǐsje razvitih vrst.
Starosta tega plemena so polja, ki so bila prva obravnavana in zato o njih vemo
največ. Naloga, ta brezbrižnica, pa zaradi hitrega življenskega sloga in želje po čim
hitreǰsem vzponu na vrh ter bojazni pred preobsežnostjo, ignorantsko in brez po-
trebnega spoštovanja zaobide večino življenske zgodbe in v spomin vtisne le nekaj
vrhuncev.
Prispemo na vrh, s torbo polno kock. Ne moremo jih še sestaviti, manjkajo
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kosi. Pot nazaj je sicer jasna, nit razvita, a predaja ni možnost. Sedaj se začnejo
prava dela, pol ducata njih. Z vztrajnostjo in nekaj pomoči nam naposled le uspe.
Končno. Vidimo jih. Na dosegu roke so. Najbolj perfektoidna stvar, ki jo lahko um
naumi. Lahko se jih dotaknemo, njihove ultimativnosti, perfektoidnih prostorov. A
kratek stik, rahel dotik je tudi vse, kar dobimo. Ostalo drugič...
V nalogi v glavnem sledimo tekstu S. Morel [17] v prvem delu, O. Brinonu [4] in
M. Morrowu [19] v srednjem delu in B. Bhattu [2] ter M. Morrowu [19], [18], [20] na
koncu. Večina prvotnih tekstov o perfektoidih obravnava poglavja v malo drugačnem
vrstnem redu in stvari hitro postanejo zelo tehnične, kar malo zamegli pogled na-
prej. Zato mi sledimo Morrowu (in Brinonovi interpretaciji Morrowa), ki ima dober
pedagoški čut in izbere za prvo interakcijo s področjem najhitreǰso in tehnično naj-
manj zapleteno pot do cilja. Vedno nam je vir tudi sicer zelo razumljiv originalen
tekst, ki ga je spisal P. Scholze [23].
2 Adični prostori
2.1 Osnovni koncepti iz komutativne algebre
V nalogi bo p fiksno praštevilo in vsi kolobarji, razen če bomo eksplicitno napisali
drugače, bodo komutativni z enico. Za začetek se spomnimo nekaj konceptov iz
komutativne algebre.
Definicija 2.1. Naj bo A kolobar in B njegov podkolobar. Element a ∈ A je
celosten nad B, če obstajajo taki elementi b0, b1, . . . , bn−1 ∈ B, da velja
an + bn−1a
n−1 + · · ·+ b1a+ b0 = 0,
oziroma z drugimi besedami, če je a ničla kakega moničnega polinoma nad B.
Če so vsi elementi A celostni nad B, rečemo, da je kolobar A celosten nad B, ozi-
roma da je A celostna razširitev od B.
Množici vseh elementov iz A, ki so celostni nad B rečemo celostno zaprtje od B zno-
traj A in ga označimo z B. Če je B = B rečemo, da je B celostno zaprt. V primeru,
ko rečemo samo celostno zaprtje od B ali B je celostno zaprt in ne specificiramo
nadkolobarja, mislimo vedno A = Frac(B).
Definicija 2.2. Kolobar A je lokalen, če ima samo en maksimalni ideal m. Kvocient
A/m je polje ostankov.
Definicija 2.3. Naj boK polje inR podkolobar odK. Rečemo, da jeR valuacijski kolobar,
če za vsak x ∈ K velja, da je x ∈ R ali x−1 ∈ R.
Če je R cel kolobar, potem je valuacijski kolobar, če je valuacijski kolobar v svojem
polju ulomkov Frac(R).
Trditev 2.4. Vsak valuacijski kolobar je lokalen.
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Dokaz. Res, naj bo R valuacijski podkolobar polja K. Trdimo, da je m = R − R×,
množica vseh neobrnljivih elementov iz R, maksimalen ideal. Naj bo a poljuben
element iz R. Potem očitno velja am ⊂ m. Naj bosta 0 6= a, b ∈ m poljubna
elementa. Potem je a
b
∈ R ali b
a
∈ R po definiciji valuacijskega kolobarja. Brez
škode za splošnost recimo, da je a
b
∈ R. Potem velja a+ b = b(a
b
+ 1) ∈ m · R ⊂ m.
Potem je m ideal v R. Še več, m je tudi maksimalen. Če ne bi bil, bi moral
maksimalen ideal, ki vsebuje m, vsebovati nek element iz R×, torej nek obrnljiv
element. Ampak potem bi ta maksimalen ideal bil enak R, kar pa je protislovje.
Trditev 2.5. Naj bo R valuacijski kolobar. Potem so ideali v R linearno urejeni.
Dokaz. Naj bosta A 6= B poljubna ideala v R. Potem brez škode za splošnost
obstaja nek element a, ki je vsebovan v idealu A, ampak ne v idealu B. Naj bo
b ∈ B poljuben element. Če bi bil element a
b
∈ R, bi bil a = a
b
· b ∈ B, ampak po
definiciji a ni v B. Sledi, da je b
a
∈ R. To pomeni, da a deli b. Ker je bil element
b ∈ B poljuben, sledi, da a deli vse elemente iz B in torej je B ⊂ A.
Trditev 2.6. Naj bo R valuacijski kolobar. Potem je vsak končno generiran ideal v
R glavni ideal.
Dokaz. Pokažimo, kako lahko reduciramo število generatorjev. Naj bo ideal A ge-
neriran z eementoma x, y ∈ R. Brez škode za splošnost predpostavimo, da je x
y
∈ R.
Naj bo ideal B generiran z elementom y. Očitno je B ⊂ A. Ampak velja tudi
x = x
y
· y ∈ B. Posledično je tudi A ⊂ B, torej je A = B. Za več generatorjev
postopamo analogno.
2.2 Adična topologija
V nadaljevanju naj A označuje topološki kolobar. Na njem bomo definirali topolo-
gijo na naslednji način:
Definicija 2.7. Naj bo I ⊂ A ideal. Podmnožica U ⊂ A je I-adično odprta, če za
vsak x ∈ U obstaja tak n ≥ 1, da velja x+ In ⊂ U .
Trditev 2.8. Množica vseh I-adično odprtih množic tvori I-adično topologijo na A.
Dokaz. Cela množica A je očitno I-adično odprta, pogoj za prazno množico pa je
na prazno izpolnjen.
Naj bodo Uj poljubne I-adično odprte množice za j ∈ J . Če je x ∈
⋃
j∈J Uj
sledi, da obstaja tak j′ ∈ J , da je x ∈ Uj′ . Zato obstaja nek n ∈ N, da velja
x+ In ⊂ Uj′ ⊂
⋃
j∈J Uj, torej je tudi množica
⋃
j∈J Uj I-adično odprta.
Naj bosta U, V I-adično odprti množici in x ∈ U ∩ V . Potem obstajata m,n ∈ N,
da velja x + Im ⊂ U in x + In ⊂ U . Posledično je x + Imax(m,n) ⊂ U ∩ V , torej je
tudi množica U ∩ V I-adično odprta.
3
Definicija 2.9. Naj bodo A1, A2, . . . topološki kolobarji z zveznimi homomorfizmi
fn : Rn+1 → Rn za vsak n ≥ 1.




An = {(an)n ∈
∏
n




s seštevanjem in množenjem po komponentah, skupaj s topologijo podprostora od
produktne topologije na
∏
nAn. Tej topologiji rečemo topologija inverzne limite.
Trditev 2.10. Kolobar s topologijo inverzne limite je topološki kolobar.
Definicija 2.11. Naj bo A kolobar in I njegov ideal. Topološkemu kolobarju
lim←−
n
R/In, kjer ima R/In diskretno topologijo (in je posledično topološki kolobar)
za vsak n in je preslikava R/In+1 → R/In kvocientna projekcija, rečemo I-adična
napolnitev od A.
Naj bo A kolobar in I njegov ideal. Potem obstaja preslikava




r 7→ (rmod In)n.
Do sedaj je bil lajtmotiv kompatibilnost algebraične in topološke strukture naših
objektov, zato se naravno postavlja vprašanje, kako se preslikava ν obnaša glede na
ti dve strukturi. Ni težko videti, da je ν homomorfizem kolobarjev. Bolj zapleteno
je pri zveznosti - izkaže se namreč, da je ν zvezna samo, če opremimo A z I-adično




in tedaj rečemo, da je A I-adično poln [26,Tag 07E7].





Opomba 2.13. V nalogi bodo vsi I-adično polni prostori tudi I-adično separirani.
Primer 2.14.
• p-adična števila Qp so napolnitev od Q glede na p-adično topologijo.
• p-adična cela števila Zp so napolnitev od Z glede na p-adično topologijo.
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Opomba 2.15. [17] Naj bosta I in J ideala v A. Potem je J-adična topologija
fineǰsa od I-adične topologije natanko tedaj, ko obstaja naravno število n, da velja
Jn ⊂ I.
Še več, I-adična in J-adična topologija na A se ujemata natnko tedaj, ko obstaja
tak n ∈ N, da velja In ⊂ J in Jn ⊂ I.
2.3 Valuacije
Definicija 2.16. Linearno urejena abelova grupa je par (Γ,≤), kjer je Γ abelova
grupa, ≤ pa je linearna relacija z dodatnim pogojem: če velja a ≤ b, potem velja
tudi a+ c ≤ b+ c za vse a, b, c ∈ G.
Primer 2.17. Standardni primeri urejenih abelovih grup so:
• aditivna grupa (R,+) s standardno relacijo urejenosti, poljubna podgrupa od
R z operacijo + in podedovano relacijo,
• multiplikativna grupa (R>0, ·) s standardno relacijo urejenosti, poljubna pod-
grupa od R>0 z operacijo · in podedovano relacijo, na primer aZ,
• (R× R,+) z leksikografsko ureditvijo.
Trditev 2.18. Naj bo (Γ, ·) linearno urejena abelova grupa. Potem velja:
(i) Γ nima torzije.
(ii) Če Γ ni trivialna grupa, potem za vsak element γ ∈ Γ obstaja nek element
γ′ ∈ Γ, da velja γ′ < γ.
Dokaz. (i) Recimo, da je element γ ∈ Γ torzijski, torej obstaja nek n ∈ N, da
velja γn = 1. Ločimo dva primera. Če je γ ≤ 1, potem velja 1 = γn ≤ γ ≤ 1,
torej je γ = 1. Če pa je γ ≥ 1, pa velja 1 = γn ≥ γ ≥ 1 in spet dobimo, da je
potem γ = 1. Torej Γ res nima torzije.
(ii) Ločimo tri primere. Če je γ < 1, potem imamo γ2 < γ. Če je γ > 1 velja
γ > γ−1. Če pa je γ = 1, pa obstaja še nek element δ ∈ Γ − {1}, saj Γ
po predpostavki ni trivialna. Če velja δ < γ = 1 smo končali, sicer pa velja
δ > γ = 1. Ampak potem velja γ = 1 > δ−1.
V glavnem bomo grupno operacijo v urejeni abelovi grupi pisali multiplikativno.
Urejeni abelovi grupi lahko dodamo element, ki je manǰsi od vseh drugih elementov.
Tak element označimo z 0. Za vsak element a ∈ Γ velja a · 0 = 0 · a = 0 in 0 ≤ a.
Če bi grupno operacijo pisali aditivno, bi grupi dodali element ∞, ki bi bil večji od
vseh drugih elementov grupe.
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Definicija 2.19. Naj bo R kolobar in (Γ, ·) linearno urejena abelova grupa. Potem
je multiplikativna valuacija (oziroma nearhimedska absolutna vrednost) na R takšna
preslikava |.| : R→ Γ ∪ {0}, za katero veljajo naslednji pogoji:
- |0| = 0,
- |1| = 1,
- |ab| = |a| · |b| za poljubna a, b ∈ R,
- |a+ b| ≤ max(|a|+ |b|) za poljubna a, b ∈ R.
Grupa vrednosti valuacije oziroma valuacijska grupa je podgrupa v Γ, generirana z
Γ ∩ |R|. Valuacija je diskretna, če je valuacijska grupa izomorfna Z.
Jedro valuacije |.| je množica ker(|.|) = {a ∈ R | |a| = 0}.
Opomba 2.20. Če je R polje, vidimo, da velja |x| = 0 natanko tedaj, ko je x = 0.
Res, po definiciji velja |0| = 0. Če je 0 6= x ∈ R, potem obstaja tudi njegov inverz
x−1 ∈ R in velja 1 = |1| = |xx−1| = |x||̇x−1|. Zato je |x| 6= 0.
Opomba 2.21. Jedro valuacije |.| na kolobarju R je praideal v R.
Res, naj bosta a, b ∈ ker(|.|). Potem velja |a − b| ≤ max(|a|, |b|) = 0, torej je
tudi a − b ∈ ker(|.|). Vzemimo še c, d ∈ R, da velja |cd| = 0. Ampak potem je
0 = |cd| = |c| · |d| in ker so vsi elementi v Γ večji od 0 mora veljati, da je |c| = 0 ali
|d| = 0 in torej je ker(|.|) res praideal.
Primer 2.22. Oglejmo si nekaj primerov valuacij:
(i) Če je Γ = {1} na R cel kolobar, imamo trivialno valuacijo, ki jo označujemo z
|.|triv in jo definiramo kot |0|triv = 0 in |x|triv = 1 za vsak x 6= 0. Valuacijska
grupa je Γ ∩ |R| = Γ = {1}, jedro pa ker(|.|triv) = 0.
(ii) Če je R poljuben ideal, P njegov praideal in Γ = {1}, dobimo valuacijo na R
kot kompozitum preslikav
R→ R/P |.|triv−−−→ Γ ∪ {0},
kjer je R → R/P standardna kvocientna projekcija. Dobljena valuacijska
grupa je Γ ∩ |R| = {1}, jedro pa ker(|.|) = P .
(iii) p-adična absolutna vrednost oziroma p-adična valuacija na Q je preslikava |.| :
Q→ R>0 definirana kot
|x| =
{
0, če je x = 0
p−n, če je x = pn a
b
za paroma tuje p, a in b ter n ∈ Z.
Definicija 2.23. Naj bo R kolobar in |.|1, |.|2 dve valuaciji na R in Γ1,Γ2 pripa-
dajoči valuacijski grupi. Izomorfizem urejenih abelovih grup f : Γ1 → Γ2 je izomor-
fizem abelovih grup, ki ohranja ureditev, to pomeni, da za γ, δ ∈ Γ1 velja γ ≤ δ
natanko tedaj, ko v Γ2 velja f(γ) ≤ f(δ).
Za valuaciji |.|1 in |.|2 rečemo, da sta ekvivalentni, če obstaja izomorfizem urejenih
abelovih grup f : Γ1 → Γ2, tako da velja f ◦ |.|1 = |.|2.
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Če je K kolobar, je R = OK = {a ∈ K | |a| ≤ 1} valuacijski podkolobar od K
in mK = {a ∈ K | |a| < 1} njegov maksimalni ideal.
Obratno, če imamo dan valuacijski podkolobar R polja K lahko definiramo množico
Γ := K×/R×, ki jo opremimo z relacijo linearne urejenosti na naslednji način: z
a, b ∈ K× velja aR× ≤ bR× natanko tedaj, ko je ab−1 ∈ R. Potem dobimo valuacijo
|.| : K → Γ ∪ {0}, ki je definirana s predpisoma |0| = 0 in |a| = aR× za a 6= 0.
Valuacijsko grupo tako konstruirane valuacije označimo z ΓR.
Trditev 2.24. Naj bo K polje. Zgornja konstrukcija nam glede na definicijo ekviva-
lence valuacij da bijekcijo med množico valuacijskih podkolobarjev od K in množico
ekvivalenčnih razredov valuacij na K.
Definicija 2.25. Naj bo Γ linearno urejena abelova grupa. Podgrupa ∆ ⊂ Γ je
konveksna, če za poljubna a, c ∈ ∆ in b ∈ Γ iz pogoja a ≤ b ≤ c sledi, da je b ∈ ∆.
Primer 2.26. Oglejmo si nekaj primerov:
(i) Za poljuben Γ sta {0} in Γ konveksni podgrupi. Če je Γ netrivialna, potem
sta ti dve grupi različni, sicer pa ne.
(ii) {1} × R je konveksna podgrupa Γ = (R× R,≤lex).
(iii) Hi = {x ∈ Z | x1 = . . . = xi = 0} je konveksna podgrupa Γ = (Zn,≤lex).
(iv) Če je f : Γ → Γ′ homomorfizem, ki ohranja urejenost, je ker(f) konveksna
podgrupa v Γ.
Definicija 2.27. Vǐsina linearno urejene abelove grupe Γ, ki jo označimo z ht(Γ),
je število pravih konveksnih podgrup od Γ.
Primer 2.28. Naj bo Γ linearno urejena abelova grupa.
(i) Če je ht(Γ) = 0 sledi, da je Γ trivialna grupa, saj bi v nasprotnem primeru
bila vsaj trivialna grupa (ki je vedno konveksna) prava podgrupa od Γ.
(ii) Po preǰsnjem razmisleku velja, da ima vsaka netrivialna grupa ht(Γ) ≥ 1.
(iii) Naj bo Γ = (R,+) in H neka netrivialna podgrupa. Potem vsebuje H vsaj
nek element a > 0, njegov aditivni inverz −a in 0. Ker je podgrupa, vsebuje
tudi vse večkratnike od a. Ker je konveksna, vsebuje tudi vse elemente med
večkratniki od a. Ker ima R arhimedsko lastnost, za vsak b > 0 obstaja tak
n ∈ N, da je 0 < b < na. Torej je vsak b > 0 vsebovan v H. Podobno lahko
naredimo za negativna števila in vidimo, da je H = R. Torej je ht(Γ) = 1. Za
aditivno linearno urejeno abelovo grupo je pogoj imeti vǐsino 1 ekvivalenten
pogoju biti arhimedska.
Definicija 2.29. Rank valuacije (oziroma valuacijskega kolobarja) je definiran kot
vǐsina pripadajoče valuacijske grupe.
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Definicija 2.30. Naj bo R kolobar in |.| : R → Γ ∪ {0} valuacija na R. Potem
lahko definiramo valuacijsko topologijo na R kot topologijo, ki jo definira baza od-
prtih množic B(a, γ) = {x ∈ R | |x − a| < γ}, kjer sta a ∈ R in γ ∈ Γ. S tako
definirano topologijo postane R topološki kolobar. Če opremimo Γ∪{0} z diskretno
topologijo, postane preslikava |.| zvezna.
Opomba 2.31. Definirajmo še zaprto kroglo B(a, γ) = {x ∈ R | |x − a| < 1}.
Zaprta krogla je v valuacijski topologiji odprta množica.
Res, vzemimo poljuben z ∈ B(a, γ). Trdimo, da naša zaprta krogla vsebuje odprto
množico B(z, γ). Za poljuben y ∈ B(z, γ) velja |y − z| < γ. Ampak potem velja
tudi |x− y| = |x− z + z − y| ≤ max(|x− z|, |z − y|) ≤ γ, torej je y ∈ B(a, γ).
Podobno lahko pokažemo tudi, da je vsaka odprta krogla tudi zaprta.
Naj bo K polje z valuacijo in R pripadajoči valuacijski kolobar. Potem sta R =
OK = B(0, 1) in mK = B(0, 1) odprti množici.
Definicija 2.32. Element x iz topološkega kolobarja R je topološko nilpotenten, če
ima zaporedje (xn)n∈N limito 0.
Lema 2.33. [17,Lemma I. 1.5.7.] Naj bo R kolobar z valuacijo |.| in pripadajočo
valuacijsko topologijo. Če je x ∈ R topološko nilpotenten, potem velja |x| < 1. Če
ima valuacija rank 1, potem velja tudi obrat.
Dokaz. Naj bo |x| ≥ 1. Potem zaradi multiplikativnosti valuacije velja |xn| ≥ 1 za
vsak n ∈ N, torej noben xn ni vsebovan v krogli B(0, 1) in zato 0 ne more biti limita
zaporedja (xn)n, kar pa je v protislovju s predpostavko, da je x topološko nilpotenten.
Recimo sedaj, da ima valuacija |.| rank 1 in naj za x ∈ R velja |x| < 1. Zaradi
ranka ima valuacijska grupa Γ te valuacije arhimedsko lastnost. Ker je |x| < 1 velja,
da je y = |x−1| > 1. Ampak potem obstajata tak n ∈ N in element z ∈ Γ, da velja
z−1 < yn. Ker je y > 1 velja potem celo z−1 < yn < ym za poljuben m ≥ n. Ampak
to ravno pomeni, da velja z > y−m = |xm|. Ker je bil z poljuben, to ravno pomeni,
da je xm ∈ B(0, z) za vse m ≥ n, torej je 0 res limita zaporedja (xn)n in zato je x
topološko nilpotenten.
Lema 2.34. [17,Lemma I. 1.5.9.] Naj bo K polje z valuacijo |.| in valuacijskim
kolobarjem R. Za poljuben topološko nilpotenten, obrnljiv element π ∈ K× velja:
(i) K = R[ 1
π
],
(ii) obstaja nek n ∈ N, da je πn ∈ R,
(iii) topologija podprostora, ki jo R podeduje od valuacijske topologije na K, se
ujema s πn-adično topologijo.
Dokaz. Najprej pokažimo točko (ii). Ker je π topološko nilpotenten, ima zaporedje
(πn)n limito 0. Ker sta R = OK = B(0, 1) in mK = B(0, 1) oba odprti okolici od 0,
velja, da obstaja nek n ∈ N, da je πn ∈ mK ⊂ R.
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Nadaljujmo s točko (i). Vzemimo poljuben element x ∈ K. Če je x = 0, je očitno
x ∈ R. Sicer je x obrnljiv. Ker je π topološko nilpotenten, obstaja nek n ∈ N, da
za vsak m ≥ n velja πm ∈ B(0, |x−1|). Ampak to ravno pomeni, da je |πm| ≤ |x−1|,
oziroma, da je |πmx| ≤ 1 in torej je πmx ∈ R, kar pa smo ravno želeli pokazati.
Sedaj se lotimo še točke (iii). Naj bo Γ valuacijska grupa za valuacijo |.| na K in
Γ′ = Γ ∩ |R|. Ker je π obrnljiv in je R odprta množica, so vse množice πnR odprte
za n ∈ N. Vzemimo poljubno bazno okolico B(0, a) od 0 v valuacijski topologiji
in a ∈ Γ′. Ker je π topološko nilpotenten, obstaja tak m ∈ N, da velja |πm| < a.
Ampak, ker je R = B(0, 1) to pomeni tudi, da je |πmx| < a za poljuben element
x ∈ R, torej je πmR ⊂ B(0, a). Ker je bil a poljuben, vidimo, da tvorijo množice
(πnR)n bazo odprtih okolic od 0, torej ima R res π
m-adično topologijo.
Definicija 2.35. Nearhimedsko polje je topološko polje K, opremljeno z valuacijo
ranka 1.
Trditev 2.36. Naj bo K topološko polje, kjer je topologija valuacijska topologija.
Potem je K nearhimedsko polje natanko tedaj, ko je K Tateov kolobar.
Dokaz. Glej [17,Theorem I. 1.5.4.] in [17,Corrolary II. 2.5.10.].
Lema 2.37. Naj bo K nearhimedsko polje in |.| valuacija ranka 1. Potem je K0
lokalen kolobar z maksimalnim idealom K◦◦.
Dokaz. V tem primeru je K◦ = OK in K◦◦ = mK . Očitno je mK ideal v OK .
Ker imajo vsi elementi iz OK − mK valuacijo 1, so obrnljivi v OK in zato je mK
maksimalen.
Definicija 2.38. Naj bo R topološki kolobar, |.| valuacija na R in Γ valuacijska
grupa za to valuacijo. Potem rečemo, da je valuacija na R zvezna, če je valuacijska
topologija na R bolj groba od prvotne topologije, torej če je za poljuben γ ∈ Γ
množica B(0, γ) odprta.
Lema 2.39. Naj bo K polje z nearhimedsko valuacijo. Če za elementa x, y ∈ K
velja |x| 6= |y|, potem je |x + y| = max(|x|, |y|). To pomeni, da so vsi trikotniki
enakokraki.
Dokaz. Brez škode za splošnost privzamimo, da velja |x| > |y|. Potem imamo
|x| = |x+ y − y| ≤ max(|x+ y|, |y|).
Če bi veljalo max(|x + y|, |y|) = |y|, bi dobili |x| ≤ |y|, kar pa je protislovje. Torej
je max(|x + y|, |y|) = |x + y| in velja |x| ≤ |x + y| ≤ max(|x|, |y|) = |x|, zato res
dobimo |x| = |x+ y|.
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Primer 2.40. Naj bo K polje, ki je polno glede na valuacijo |.| ranka 1. Potem
lahko za vsak n ∈ N tvorimo Tateovo algebro




i1 . . . T in | ai1,...,in ∈ K, lim
i1+···+in→∞
|ai1,...,in| = 0}.
Tateova algebra Tn je torej kolobar konvergentnih potenčnih vrst na krogli |T1| ≤




ν || = maxν |aν |. Torej je Tn
poln, enakomeren Tateov kolobar z definicijskim podkolobarjem T 0n = K
0〈T1, . . . Tn〉 =
Tn ∩ K[[T1, . . . , Tn]] in definicijskim idealom πT 0n za poljuben psevdouniformizator
π ∈ K. Velja tudi T ◦◦n = K◦◦〈T1, . . . , Tn〉.
Kvocient Tn/I po nekem zaprtem idealu je poln Tateov kolobar, ne pa nujno tudi
enakomeren (primer 2.70).
Tudi polinomska algebra A = K[T1, . . . , Tn] je Huberjev kolobar, z definicijskim
podkolobarjem A0 = K
◦[T1, . . . , Tn] in definicijskim idealom I = πA0.
2.4 Huberjevi kolobarji
Dogovorimo se za naslednjo notacijo. Naj bo A kolobar in B,B1, . . . , Br pod-
množice od A. Potem naj B1 · . . . · Br označujejo množico končnih vsot produktov
oblike b1 · . . . · br, kjer je bi ∈ Bi. V primeru, da je B1 = B2 = . . . = Br = U
množico U · . . . · U kraǰse zapǐsemo kot U r. Za naravno število n definiramo še
B(n) = {b1 · . . . · br | b1, . . . , br ∈ B}.
Definicija 2.41. Če tvorijo (In)n≥0 fundamentalni sistem okolic (torej bazo odprtih
okolic) točke 0 ∈ A, potem rečemo, da je I definicijski ideal od A. Kolobar A, ki pre-
more definicijski ideal, imenujemo adičen. Kolobar A je Huberjev (oziroma f-adičen),
če obstaja odprt podkolobar A0 ⊂ A , ki ima I-adično topologijo za končno generi-
ran definicijski ideal I ⊂ A0. Tak kolobar A0 imenujemo definicijski podkolobar, par
(A0, I) pa definicijski par.
Opomba 2.42. Struktura Huberjevega kolobarja ni dana z A0 in I, t.j. lahko ob-
staja več definicijskih kolobarjev in definicijskih idealov. Primer tega bomo videli v
posledici 2.49.
Pogoj, da mora biti definicijski ideal končno generiran, imamo zato, da se napol-
nitve dovolj lepo obnašajo. Velja namreč naslednja lema:





I-adična napolnitev od M . Potem velja M̂/IM̂ = M/IM (posledično tudi M̂/InM̂ =
M/InM) in zato je M̂ (in v posebnem tudi Â) I-adično poln.
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Opomba 2.44. Če ideal I ni končno generiran, potem I adična napolnitev M̂ od
M ni nujno I-adično polna. Primer tega je dan v [26,Tag 05JA].
Primer 2.45. [24]
• Vsak diskreten kolobar A je Huberjev, če vzamemo za definicijski podkolobar
poljuben podkolobar in končno generiran definicijski ideal I = (0).
• Kolobar A = Zp je Huberjev za končno generiran definicijski ideal I = pZp od
A in definicijski podkolobar A.
• Kolobar A = Zp[[T ]] je Huberjev za končno generiran definicijski ideal I =
(p, T ) in definicijski podkolobar A.
• V splošnem je vsak adičen kolobar A s končno generiranim definicijskim idea-
lom Huberjev (za definicijski podkolobar vzamemo kar A).
• Za poljuben kolobar A0 in regularen element π ∈ A0 tvorimo A = A0[ 1π ] in
opremimo A0 s π-adično topologijo. Potem je A Huberjev s končno generira-
nim definicijskim idealom πA0 in definicijskim podkolobarjem A0.
Definicija 2.46. Podmnožica S topološkega kolobarja A je omejena v A, če za
vsako okolico U od 0 obstaja odprta okolica V od 0, tako da je vs ∈ U za vsak
v ∈ V in s ∈ S.
Ko dokazujemo omejenost za Huberjeve kolobarje, lahko brez škode za splošnost
zmanǰsamo U in predpostavimo, da je U zaprt za seštevanje, saj so In zaprti za
seštevanje (ker so ideali) in tvorijo bazo odprtih okolic od 0.
Huber je zgoraj navedene kolobarje definiral v članku 2.47 in jih imenoval f -
adični, kjer f predstavlja besedo finite. Vzrok za takšno poimenovanje razloži nasl-
dnja ekvivalentna formulacija.
Trditev 2.47. [17,Proposition II. 1.1.6.] Za topološki kolobar A sta naslednji trditvi
ekvivalentni:
(1) A je Huberjev oziroma f -adičen.
(2) Obstajata aditivna podgrupa U ⊂ A in končna podmnožica T ⊂ U , da je (Un)n≥1
fundamentalni sistem okolic za 0 ∈ A in da velja T · U = U2 ⊂ U .
Prednost ekvivalentne formulacije f -adičnosti je, da definicija ni odvisna od de-
finicijskega para (A0, I). Kasneje bomo videli, da ima Huberjev kolobar lahko več
različnih definicijskih parov.
Pri dokazu trditve 2.47 si bomo pomagali z naslednjo lemo:
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Lema 2.48. [17,Lemma II. 1.1.7.] Naj bo A topološki kolobar in naj bo A0 podkolo-
bar od A, opremljen s topologijo podprostora. Potem so naslednje trditve ekvivalen-
tne:
(i) A je Huberjev kolobar in A0 je njegov definicijski kolobar.
(ii) A je Huberjev kolobar in A0 je odprt v A ter adičen.
(iii) Če A zadošča pogoju 2 trditve 2.47, potem je A0 odprt in omejen podkolobar v
A.
Dokaz leme 2.48: (i) =⇒ (ii): Ker je A0 definicijski kolobar, je očitno odprt v A.
Naj bo I pripadajoč definicijski ideal od A. Potem je (A0, I) tudi definicijski par za
A0, torej je A0 res adičen.
(ii) =⇒ (iii): Vzemimo tisti ideal I v A0, ki definira topologijo od A0 (ki je
I-adična). Ker je (Un)n≥0 fundamentalen sistem okolic od 0 v A0 in je A0 odprt v
A, je (Un)n≥0 tudi fundamentalni sistem okolic v A. Naj bo U odprta okolica od 0
v A. Potem obstaja naravno število n, da je In ⊂ U . Če torej vzamemo V = In,
bo ax ∈ aIn ⊂ In ⊂ U za vsak a ∈ A0 in za vsak x ∈ V in s tem smo dokazali
omejenost A0 v A.
(iii) =⇒ (i): Vzemimo U in T kot v točki (ii) trditve 2.47. Naj bo A0 omejen
in odprt podkolobar od A. Ker je (Un)n≥1 baza odprtih okolic od 0 in T končna
podmnožica od U , potem zaradi odprtosti A0 obstaja tak k ∈ N, da velja T (k) ⊂
Uk ⊂ A0. Naj bo I ideal, ki ga definira T (k) v A0, torej I = T (k)A0. Ker je
množica T končna, je tudi T (k) končna in posledično je I končno generiran. Ker je
A0 odprt podkolobar od A, zadošča za veljavnost točke (i) dokazati, da je (I
n)n≥1
fundamentalen sistem okolic od 0 v A0 (t.j., da je topologija od A0 ravno I-adična
topologija). Potem za vsak n ∈ N velja
Unk+k = T (nk)Uk ⊂ T (nk)A0 = In,
torej je In odprta okolica od 0. Naj bo V poljubna odprta okolica od 0. Ker je A0
omejen in je (U r)r≥1 fundamentalen sistem okolic od 0, obstaja tak m ∈ N, da velja
UmA0 ⊂ V , in posledično Im = T (mk)A0 ⊂ UmkA0 ⊂ UmA0 ⊂ V, torej je (In)n≥1
res fundamentalen sistem okolic od 0.
Dokaz trditve 2.47: [17]
(1) =⇒ (2) : Ker je A Huberjev, ima nek definicijski par (A0, I), kjer je I končno
generiran ideal v A0. Naj bo sedaj U = I in T množica generatorjev I. Ker je I
definicijski ideal v A0 in je A0 odprt podkolobar od A, je v posebnem I aditivna
podgrupa od A, (In)n≥1 je fundamentalen sistem okolic od 0 v A, množica T je
končna in velja T · I = I2 ⊂ I.
(2) =⇒ (1) : Oglejmo si A0 = Z+U. Ker je U fundamentalen sistem okolic v A velja
Un ⊂ U za vsak n ∈ N, je A0 podkolobar v A in ker je U odprt v A, je tudi A0 odprt
v A. Ker je U aditivna podgrupa, velja Z·Un ⊂ Un. Naj bo sedaj V poljubna odprta
okolica od 0 vA. Potem obstaja neka odprta množica Uk iz fundamentalnega sistema
okolic od 0, da je Uk ⊂ V , kar implicira A0·Uk ⊂ (Z+U)·Uk ⊂ Uk+Uk+1 ⊂ Uk ⊂ V ,
torej je A0 res omejena v A in po lemi 2.48 sledi točka (i).
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Posledica 2.49. [17,Corollary II. 1.1.8.] Naj bo A Huberjev kolobar. Potem velja:
(i) Če sta A0 in A1 dva definicijska kolobarja za A, sta to tudi A0 ∩A1 in A0 ·A1.
(ii) Vsak odprt podkolobar od A je Huberjev.
(iii) Naj bo B omejen podkolobar v A in C odprt podkolobar v A, da velja B ⊂ C.
Potem obstaja tak definicijski kolobar A0 za A, da je B ⊂ A0 ⊂ C.
(iv) A je adičen natanko tedaj, ko je sam znotraj sebe omejen.
Dokaz. (i) : Ker sta A0 in A1 definicijska kolobarja od A, sta odprta in omejena.
Potem sta očitno tudi A0 ∩ A1 in A0 · A1 odprta in A0 ∩ A1 je očitno omejen.
Vzemimo sedaj poljubno odprto množico U ⊂ A. Po premisleku od prej je brez
škode za splošnost U aditivna podgrupa od A. Z V označimo tako odprto okolico
od 0, da bo veljalo V · A0 ⊂ U (tak V obstaja, ker je A0 omejena). Ampak potem
po omejenosti A1 obstaja še W odprta okolica od 0, da velja W · A1 ⊂ V .
Poljuben element iz A0 · A1 je oblike
∑n
i=0 xiyi za xi ∈ A0, yi ∈ A1. Potem je














kjer zadnja enakost velja zaradi tega, ker je U aditivna podgrupa, torej ZU = U .
Zato je A0 ·A1 omejen. Po implikaciji (iii) =⇒ (i) iz leme 2.48 sledi, da sta A0∩A1
in A0 · A1 definicijska kolobarja od A.
(ii) : Naj bo (A0, I) definicijski par v A in B nek odprt podkolobar od A. Potem
obstaja tak n ∈ N, da je In ⊂ B in (A0 ∩B, In) definicijski par za B.
(iii) : Ker smo ravnokar videli, da je vsak odprt podkolobar Huberjevega kolobarja
tudi sam Huberjev kolobar, lahko vzamemo kar C = A. Naj bo A0 definicijski
podkolobar za A. Ker je A0 odprt, je odprt tudi A0 · B. Ker sta A0 in B oba
omejena, je omejen tudi A0 · B, torej je A0 · B po lemi 2.48 definicijski podkolobar
od A in očitno velja B ⊂ A0 ·B ⊂ A.
(iv) : Naj bo A sam v sebi omejen in očitno je tudi sam v sebi odprt. Potem je po
lemi 2.48 sam svoj definicijski podkolobar, torej je tudi adičen. Obratno, naj bo A
adičen. Potem je po dokazu implikacije (ii) =⇒ (iii) od leme 2.48 tudi omejen.
Definicija 2.50. [17] Naj bo A topološki kolobar. Podmnožica U ⊂ A ima omejene
potence, če je množica
⋃
n≥1 U(n) omejena. Če je U = {a}, potem ima element a
omejene potence, če jih ima množica U .
Množica U je topološko nilpotentna, če za vsako okolico V od 0 v A obstaja N ∈ N,
da velja U(n) ⊂ V za vse n ≥ N. Če je U = {a}, potem je element a topološko
nilpotenten, če je množica U topološko nilpotentna.
Za topološki kolobar A naj A◦ označuje podmnožico elementov z omejenimi po-
tencami in A◦◦ podmnožico topološko nilpotentnih elementov.
Lema 2.51. [17,Lemma II. 1.2.3.] Naj bo A adičen kolobar. Za element a ∈ A so
naslednje trditve ekvivalentne:
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(i) Element a je topološko nilpotenten.
(ii) Obstaja definicijski ideal I, za katerega je slika elementa a s kvocientno pro-
jekcijo q : A 7→ A/I nilpotentna.
(iii) Obstaja tak definicijski ideal I, da je a ∈ I.
Posebej velja, da je A◦◦ odprt radikalski ideal od A in da je unija vseh definicijskih
idealov od A. Posebej je potem A◦◦ tudi sam definicijski ideal natanko tedaj, ko
obstaja tak definicijski ideal I, da je nilradikal od A/I nilpotenten.
Dokaz. Glej [17,Lemma II. 1.2.3.].
Trditev 2.52. [17,Proposition II. 1.2.4.] V Huberjevem kolobarju A tvori množica
elementov z omejenimi potencami A◦ odprt in celostno zaprt podkolobar v A. Še več,
A◦ je unija vseh definicijskih kolobarjev od A in A◦◦ je radikalski ideal od A◦.
Dokaz. Po lemi 2.49 je vsak omejen kolobar vsebovan v nekem definicijskem pod-
kolobarju, posledično tudi vsak element z omejenimi potencami, zato je kar cel A◦
vsebovan v vsakem definicijskem podkolobarju, torej tudi v uniji vseh definicijskih
podkolobarjev.
Za dokaz preostanka glej [17,Proposition II. 1.2.4.].








To sledi po točki (i) trditve 2.49.
2.5 Tateovi kolobarji
Definicija 2.54. Huberjev kolobar A je Tateov kolobar, če ima topološko nilpoten-
tno enoto π ∈ A×∩A◦◦. Topološko nilpotentni enoti vA bomo rekli psevdouniformizator.
Primer 2.55. Oglejmo si nekaj primerov Tateovih kolobarjev.
• Naj bo A = Qp = Zp[1p ]. Potem je p psevdouniformizator, saj je očitno obrnljiv
in topološko nilpotenten in zato je Qp Tateov kolobar.
• V preǰsnjem podpoglavju smo pokazali, da je A = A0[ 1π ] Huberjev kolobar za
nek regularen element π ∈ A0 in kolobar A0 opremljen s π-adično topologijo.
Očitno je π nilpotenten in obrnljiv, zato je A tudi Tateov kolobar.
• Naj bo A = Zp[[T ]] opremljen s (p, T )-adično topologijo. Ali je Zp[[T ]][1p ] Ta-
teov kolobar? Recimo, da je. Potem je Zp[[T ]] odprt in ker je p obrnljiv, je
množenje s p homeomorfizem. Torej je tudi pZp[[T ]] odpra množica. Zato ob-
staja nek n ∈ N, da velja (p, T )n ⊂ pZp[[T ]]. Ampak to bi pomenilo, da je tudi
T n ∈ (p, T )n vsebovan v pZp[[T ]], kar pa očitno ni res.
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Izrek 2.56. [17,Proposition II. 2.5.2.] Naj bo A Tateov kolobar. Izberimo nek psev-
douniformizator π in nek definicijski podkolobar A0 ⊂ A. Potem obstaja tak n ≥ 1,
da je topologija od A0 π




Dokaz. Izberimo nek definicijski ideal I ⊂ A0. Ker je π topološko nilpotenten,
obstaja tak n ∈ N, da velja πn ∈ A0. Brez škode za splošnost lahko n povečamo
tako, da velja tudi πn ∈ I. Ker je πn obrnljiv in A0 odprt, je tudi πnA0 odprt. Torej
obstaja nek k ∈ N, da velja Ik ⊂ πmA0. Tako velja πnkA0 ⊂ Ik ⊂ πnA0, torej je
topologija na A0 tudi π
n-adična.
Ker je π obrnljiv v A, je tudi πn obrnljiv v A, torej je regularen v A0. Vzemimo nek
x ∈ A. Ker je πn topološko nilpotenten velja πnk → 0, ko gre k →∞. Po zveznosti
množenja potem tudi velja xπnk → 0, ko gre k → ∞, zato je xπnM ∈ A0 za nek
dovolj velik M ∈ N in torej je A = A0[ 1πn ].
Opomba 2.57. Brez škode za splošnost bi lahko namesto πn vzeli kar π. Konstruk-
cija ni odvisna od psevdouniformizatorja, torej če bi vzeli nek drug psevdouniformi-







Naj bo A Tateov kolobar kot v izreku 2.56. Potem imamo za podmnožice od A
bolj ekspliciten pogoj za omejenost:
Posledica 2.58. Naj bo A Tateov kolobar z definicijskim podkolobarjem A0 in psev-
douniformizatorjem π. Potem je podmnožica S ⊂ A omejena natanko tedaj, ko velja
S ⊂ πnA0 za nek n ∈ Z.




S omejena, za odprto podmnožico A0 obstaja nek V = π
nA0, da velja π
nA0 ·S ⊂ A0.
Ampak ker je π obrnljiv, to ravno pomeni, da je S ⊂ π−nA0.
Obratno, naj velja S ⊂ πnA0. Vzemimo poljubno odprto množico U = πkA0. Če je
k ≤ n, potem velja S ⊂ πnA0 ⊂ πkA0, torej je S res omejena. Če pa je k > n, pa
lahko zapǐsemo k = n + m za nek m ∈ N in če vzamemo V = πMA0 za M ≥ m,
sledi πMA0 · S ⊂ πM+nA0 ⊂ πkA0 in torej je S res omejena.
Definicija 2.59. Naj bosta A in B Huberjeva kolobarja. Preslikava f : A → B je
adična, če obstaja tak definicijski par (A0, I) od A in tak definicijski podkolobar B0
od B, da je f(A0) ⊂ B0 in da je ideal, ki ga generira f(I) v B0 definicijski ideal za B.
Trditev 2.60. [17,Proposition II.1.3.3.] Naj bosta A,B Huberjeva kolobarja in f :
A→ B adična preslikava. Potem veljajo naslednje trditve:
(i) Preslikava f je zvezna.
(ii) Če sta A0 in B0 definicijska podkolobarja od A in B, za katera velja f(A0) ⊂
B0, potem za vsak definicijski ideal I od A0 njegova slika f(I) generira defini-
cijski ideal v B0.
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(iii) Za vsako omejeno podmnožico S ⊂ A je f(S) omejena podmnožica v B.
Dokaz. Naj bo (A0, I) definicijski par za A in B0 tak definicijski podkolobar za B,
da je f(A0) ⊂ B0 in J = f(I) ·B0 je definicijski ideal v B0.
(i) Ker je J definicijski ideal za B, tvorijo (Jn)n∈N bazo odprtih okolic od 0. Zato
brez škode za splošnost vzamimo neko bazno odprto okolico Jm za nek m ∈ N.
Potem velja f−1(Jm) = f−1(f(Im) ·B0) ⊃ Im, torej je praslika poljubne odprte
množice v B odprta podmnožica v A in zato je preslikava zvezna.
(ii) Naj bo (A0, I) nek definicijski par v A in (B0, J) nek definicijski par v B. Ker
je J odprt in f zvezna, je f−1(J) odprta v A. Ker je I definicijski ideal, obstaja
nek m ∈ N, da velja In ⊂ f−1(J). Ampak potem je f(In) ⊂ J , in zato je ideal
f(In) · B0 ⊂ J . Torej je tudi f(In) · B0 definicijski ideal v B0. Brez škode za
splošnost lahko zamenjamo I z In in dobimo, da je f(I) · B0 definicijski ideal
v B0.
(iii) Naj bo U = In. Ker je množica S omejena, obstaja taka odprta okolica
V = Im, da je xs ∈ In za vsak x ∈ Im in s ∈ S, torej V · S ⊂ In. Ampak
potem velja f(S) · Jm = f(S) · f(Im) · B0 = f(S · Im) · B0 ⊂ f(In) · B0 = Jn
in zato je množica f(S) omejena v B.
Primer 2.61. Oglejmo si nekaj primerov in ne-primerov:
(i) Naj bo A = Qp z 0-adično topologijo in B = Qp s p-adično topologijo. Ker je
A diskreten, je očitno Huberjev in ima definicijski kolobar A0 = A in zato je A
sam v sebi omejen. Tudi B je Huberjev. Če sedaj pogledamo preslikavo f = id,
se omejena množica A slika v množico f(A). Na ravni množic je f(A) = B,
ampak B ni sama v sebi omejena, zato po trditvi 2.60 preslikava f ni adična.
(ii) Če sta A,B oba diskretna kolobarja, je vsaka preslikava f : A → B adična.
Res, ker sta diskretna, sta posledično tudi Huberjeva kolobarja in f je zvezna.
Množici A in B sta obe omejeni, zato je preslikava f po točki (iii) trditve 2.60
tudi adična.
(iii) Naj bo A = Zp s p-adično topologijo, B = Zp[[T ]] s (p, T )-adično topologijo in
f = id. Potem je pZp definicijski kolobar v A, ampak pZp[[T ]] ni definicijski
kolobar v Zp[[T ]], zato po točki (ii) trditve 2.60 preslikava f ni adična.
Lema 2.62. [17,Lemma II.1.3.5.] Naj bosta A,B Huberjeva kolobarja in f : A→ B
zvezna preslikava. Potem lahko za poljuben definicijski podkolobar B0 v B najdemo
tak definicijski podkolobar A0 v A, da je f(A0) ⊂ B0.
Dokaz. Naj bo B0 nek definicijski podkolobar v B. Ker je f zvezna in B0 odprt, je
tudi f−1(B0) odprta v A. Vzemimo še nek definicijski podkolobar A
′
0 v A. Potem
je A′0 ∩ f−1(B0) odprta, saj je presek dveh odprtih množic, in omejena, saj je pod-
množica omejene množice A′0. Torej je A0 := a
′
0 ∩ f−1(B0) definicijski kolobar v A
in po konstrukciji velja f(A0) ⊂ B0.
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Trditev 2.63. [17,Proposition II.1.3.4.] Naj bosta A,B Huberjeva kolobarja in f :
A → B zvezna preslikava. Če je A Tateov kolobar, potem je tudi B Tateov kolo-
bar, preslikava f je adična in za vsak definicijski podkolobar B0 ⊂ B je f(A)·B0 = B.
Dokaz. Naj bo B0 poljuben definicijski podkolobar v B. Ker je f zvezna, lahko
potem po lemi 2.62 najdemo definicijski kolobar A0 v A, da velja f(A0) ⊂ B0. Naj
bo π ∈ A nek psevdouniformizator. Ker je A0 odprt, obstaja nek n ∈ N, da je
πn ∈ A0. Brez škode za splošnost in za bolǰso preglednost lahko zamenjamo π s
πn. Torej velja π ∈ A0. Ker je preslikava f zvezna, je tudi slika f(π) topološko




f(πn). Podobno vidimo, da se slikajo
obrnljivi elementi v obrnljive elemente. Torej je f(π) psevdouniformizator v B in
zato je B Tateov kolobar oblike B = B0[
1
π
] in f(π) ·B0 je definicijski ideal.
Definicija 2.64. Huberjev kolobar A je enakomeren, če je A◦ omejen oz. ekviva-
lentno, če je A◦ definicijski podkolobar.
Kljub temu, da so vsi elementi A◦ elementi z omejenimi potencami, pa A◦ ni
nujno omejen, kot bomo videli v naslednjem primeru.
Primer 2.65. [24] [19]
• Za Huberjev kolobar A = Qp〈T 〉 je A◦ = Zp〈T 〉, za katerega smo videli, da je
definicijski kolobar od A, zato v posebnem tudi omejen.
• Vzemimo nereduciran Huberjev kolobar A = Qp[T ]/T 2 (ki je celo Tateov s
psevdouniformizatorjem p, kot bomo videli v naslednjem podpoglavju) z de-
finicijskim podkolobarjem A0 = Zp[T ]/T 2. Poljuben večkratnik od T ima
omejene potence, saj je že njegov kvadrat enak 0. Ker A0 ⊂ A◦ $ A, je torej
A◦ = Zp + QpT . Ker pnA◦ $ A0 za vse n ≥ 1 in je A0 odprt, sledi, da A◦ ni
omejen in posledično ni definicijski podkolobar.
Trditev 2.66. [24] Naj bo A separiran in enakomeren Tateov kolobar. Potem je A
reduciran.
Dokaz. Ker je A enakomeren, je A◦ njegov definicijski podkolobar. Naj bo π ∈ A
nek psevdouniformizator. Potem ima po izreku 2.56 A◦ π-adično topologijo. Ker
je A separiran, je A◦ π-adično separiran. Recimo, da obstaja nek nilpotent a ∈ A.
Ker je π obrnljiv, je potem za vsak n ∈ N0 tudi element π−na nilpotenten, torej
ima omejene potence. Iz π−na ∈ A◦ vidimo, da je a ∈ πnA◦ za vsak n ∈ N0, torej
a ∈ ∩n∈N0πnA◦. Ker pa je A◦ π-adično separiran, velja ∩n∈N0πnA◦ = 0, torej je
a = 0 in zato je A res reduciran.
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2.6 Huberjevi pari in adičen spekter
Definicija 2.67. Naj bo A Huberjev kolobar. Njegov podkolobar A+ ⊂ A◦, ki je
odprt in celostno zaprt imenujemo kolobar celostnih elementov.
Definicija 2.68. Huberjev par (oziroma afinoidni kolobar) je par (A,A+), kjer je A
Huberjev kolobar in A+ kolobar celostnih elementov.
Huberjev par (A,A+) je poln (oziroma Tateov), če je A poln (oziroma Tateov).
Preslikava Huberjevih parov ϕ : (A,A+)→ (B,B+) je zvezna preslikava ϕ : A→ B,
da velja ϕ(A+) ⊂ B+.
Opomba 2.69.
(i) Vsak A+ vsebuje A◦◦.
Res, če je a ∈ A◦◦, potem obstaja nek n ∈ N, da velja an ∈ A+, ker je A+
odprt. Ampak potem velja tudi a ∈ A+, saj je A+ celostno zaprt.
(ii) Če je Ã celostno zaprt, potem je A◦◦ ⊂ Ã natanko tedaj, ko je Ã odprt v A.
Če je Ã odprt v A, potem je A◦◦ ⊂ Ã po podobnem argumentu kot v preǰsnji
točki.
Naj bo sedaj A◦◦ ⊂ Ã. Za poljuben definicijski par (A0, I) potem velja, da je
I ⊂ A◦◦ ⊂ Ã in posledično je Ã odprt.
Primer 2.70.
(i) A◦ je odprt in celostno zaprt in je kot tak svoj največji celostno zaprt podko-
lobar. Zato je največji Huberjev par (A,A◦).
(ii) Videli smo, da vsak kolobar celostnih elementov vsebuje A◦◦. Najmanǰsi pod-
kolobar v A◦, ki vsebuje A◦◦ je Z + A◦◦. Celostno zaprtje Z + A◦◦ je potem
očitno celostno zaprto in po preǰsnji opombi tudi odprto. Torej je (A,Z + A◦◦)
najmanǰsi Huberjev par.
(iii) Naj bo A diskreten. Potem je A◦ = A. Zato je največji Huberjev par (A,A).
Ker je A◦◦ = 0, je najmanǰsi par (A,Z).
(iv) Ker imajo vsi elementi v Zp[[T ]] omejene potence, je (Zp[[T ]], Zp[[T ]]) Huberjev
par.
Dogovorimo se za naslednjo notacijo: če je x neka valuacija na R in a ∈ R, bo
|a(x)| označeval sliko elementa a glede na valuacijo x.
Definicija 2.71. Naj bo (A,A+) Huberjev par. Potem mu lahko priredimo adičen spekter
Spa(A,A+), ki je množica ekvivalenčnih razredov zveznih valuacij na A, tako da za
vsako valuacijo x ∈ Spa(A,A+) in za vsak element a ∈ A+ velja |a(x)| ≤ 1.
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Naj bo X = Spa(A,A+). Potem lahko na X definiramo topologijo, ki je generi-
rana z odprtimi množicami oblike U(f
g
) = {x ∈ X | |f(x)| ≤ |g(x)| 6= 0} za poljubna
f, g ∈ A.
Naj bo X = Spa(A,A+), g ∈ A in T = {f1, . . . , fn} ⊂ A neka končna množica, ki
generira odprt ideal T · A v A. Potem rečemo, da je množica
U(
f1, . . . , fn
g
) = {x ∈ X | |fi(x)| ≤ |g(x)| 6= 0 za vsak fi ∈ T}





lahko predpostavimo, da je g ∈ T .
Če je A Tateov in π ∈ A psevdouniformizator, potem odprti ideal T · A vsebuje
πN za nek n ∈ N. Ampak ker je A = A0[ 1π ] sledi, da ideal vsebuje tudi 1, torej je
T · A = A. To pomeni, da obstajajo a1, . . . , an ∈ A, da velja a1f1 + · · ·+ anfn = 1.
Ker je množica A+ odprta, obstaja nek M ∈ N, da so πMai ∈ A+ in torej velja













Opazimo, da so racionalne podmnožice odprte, saj je
U(





) ∩ · · · ∩ U(fn
g
)
in presek končno mnogo odprtih množic je odprta množica.
Racionalne podmnožice so tudi zaprte za končne preseke. Res naj bosta U1 =
U(f1,...,fn
g
) in U2 = U(
h1,...,hm
g′
) dve racionalni podmnožici. Potem je
U1 ∩ U2 = U(
f1g
′, . . . , fng
′, h1g, . . . , hmg
gg′
).
Naj bo T = {f1, . . . , fn, g}, T ′ = {h1, . . . , hm, g′} in T ′′ = {f1g′, . . . , fng′, h1g, . . . , hmg}.
Ker sta ideala T ·A in T ′ ·A odprta, obstaja takšna N,M ∈ N, da velja IN ⊂ T ·A
in IM ⊂ T ′A za definicijski ideal I od Huberjevega kolobarja A. Ampak potem je
IN+M ⊂ T ′′ ·A ⊂ (U1 ·A) · (U2 ·A), torej je T ′′ ·A odprt ideal. Lahko bi tudi samo
uporabili prej dokazano dejstvo, da je produkt odprtih podkolobarjev v Huberjevem
kolobarju tudi sam odprt.
Topološki prostori Spa(A,A+) imajo podobne lastnosti kot Spec(R), kjer je R
kolobar.
Topološki prostor je spektralen, če je izomorfen Spec(R) za nek kolobar R. Hochster
je v [11] pokazal še nekaj ekvivalentnih formulacij za spektralnost prostora, ki jih pa
v tem delu ne bomo omenjali. Bolj zanimiv je Huberjev izrek [12,Theorem 3.5] ki
pravi, da je za poljuben Huberjev par (A,A+) topološki prostor Spa(A,A+) spek-
tralen, da racionalne podmnožice tvorijo bazo topologije in da je vsaka racionalna
podmnožica kvazi-kompaktna.
Tudi pod naslednji rezultat se je podpisal Huber:
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Izrek 2.72. [23,Proposition 2.12.], [19,Theorem 5.10., Corollary 5.11.] Naj bo (A,A+)
poln Huberjev par in X = Spa(A,A+). Potem veljajo naslednje trditve:
(i) Če je Â 6= 0, potem je Spa(A,A+) 6= ∅.
(ii) A+ = {a ∈ A | |f(x)| ≤ 1 ∀x ∈ X}.
(iii) Če je A poln in za a ∈ A velja |a(x)| 6= 0 za vsak x ∈ X, potem je a obrnljiv.
Dokaz. (i) Glej [12,Proposition 3.6].
(ii) Glej [12,Lemma 3.3(i)].
(iii) Glej [13,Lemma 1.4].
Lema 2.73. Če je preslikava Huberjevih kolobarjev ϕ : (A,A+)→ (B,B+) adična,
potem inducirana preslikava Spa(ϕ)−1 slika racionalne podmnožice od Spa(A,A+) v
racionalne podmnožice od Spa(B,B+).
Dokaz. Naj bo R = Spa(A,A+), S = Spa(B,B+) in naj f1, . . . , fn ∈ A generirajo
odprti ideal I v A. Ker je I odprt, vsebuje definicijski ideal J nekega definicij-
skega podkolobarja od A. Ker je ϕ adična, imamo ϕ(J) · B ⊂ ϕ(I) · B, torej







Definicija 2.74. Napolnitev Huberjevega para (R,R+) je Huberjev par (R̂, R̂+),
kjer je R̂+ zaprtje slike od R+ v R̂.
Za napolnitve velja naslednja univerzalna lastnost:
Izrek 2.75. [19,Corollary 5.14.] Naj bo (R,R+) Huberjev par in (R̂, R̂+) njegova
napolnitev. Potem je preslikava Huberjevih parov i : (R,R+) → (R̂, R̂+) adična
in ima naslednjo univerzalno lastnost: če je (S, S+) poljuben poln Huberjev par in
ϕ : (R,R+)→ (S, S+) preslikava Huberjevih parov, potem obstaja enolično določena
preslikava ϕ̃ : (R̂, R̂+)→ (S, S+), da je ϕ = ϕ̃ ◦ i.
V praksi lahko skoraj vedno predpostavimo, da delamo z polnim Huberjevim
parom. Vzrok za to je naslednji izrek:
Izrek 2.76. [12,Proposition 3.9] Naj bo (R,R+) Huberjev par. Potem je kanonična
preslikava Spa(R̂, R̂+) → Spa(R,R+) homeomorfizem in podmnožica v Spa(R̂, R̂+)
je racionalna natanko tedaj, ko se njena slika v Spa(R,R+) racionalna podmnožica.
Za dokaz izreka potrebujemo naslednji dve lemi:
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Lema 2.77. [12,Lemma 3.11], [19,Lemma 5.16.] Naj bo (R,R+) Huberjev par, Y
neka kvazi-kompaktna podmnožica v Spa(R,R+) in s ∈ R tak element, da velja
|s(y)| 6= 0 za vsak y ∈ Y . Potem obstaja takšna odprta okolica 0 ∈ U ⊂ R, da velja
|u(y)| < |s(y)| za vsak u ∈ U in vsak y ∈ Y .
Dokaz. Naj bo (R0, I) nek definicijski par v R in naj bodo f1, . . . , fn vsi gene-
ratorji od I v R0. Vzemimo poljuben y ∈ Y ⊂ Spa(R,R+). Ker je torej y ∈
Spa(R,R+), je zvezen in zato je množica {u ∈ R | |u(y)| < |s(y)|} odprta in to-
rej vsebuje (fm1 , . . . , f
m



















). Torej za vsak
y ∈ Y in a ∈ I velja |(a · fNi )(y)| = |a(y)| · |fNi (y)| < |fNi (y)| ≤ |g(y)|. Prva neena-
kost velja, ker lahko izberemo I dovolj majhen, da za vsak a ∈ I in vsak y ∈ Y velja







Zato lahko za U vzamemo odprti ideal U = (fN1 , . . . , f
N
n ) · I.
Opomnimo, da bi argument enako dobro deloval, če bi vzeli T ⊂ R◦◦ in U = T n ·R◦◦,
saj vedno velja R◦◦ ⊂ R+, in za vse elemente a ∈ A◦◦ in y ∈ Y velja |a(y)| < 1.
Lema 2.78. [12,Lemma 3.10], [19,Lemma 5.17.] Naj bo R poln Huberjev kolobar,
T = {f1, . . . , fn} množica elementov iz R, ki generira odprti ideal v R, ter g ∈ R.
Potem obstaja odprta okolica 0 ∈ U ⊂ R, da je za f ′1 ∈ f1 + U, . . . , f ′n ∈ fn +










Dokaz. Glej [12,Lemma 3.10] ali [19,Lemma 5.17.].
Dokaz izreka 2.76. Imamo preslikavi i : R → R̂ in j : Spa(R̂, R̂+) → (R,R+). Pre-
slikava g je očitno bijektivna. Naj bo U ⊂ Spa(R̂, R̂+) neka racionalna podmnožica.
Po lemi 2.78 obstaja g ∈ R in T = {f1, . . . , fn} množica elementov iz R, ki generi-





. Ker je podmnožica U
racionalna, je tudi kvazi-kompaktna in za vsak x ∈ U velja |i(g(x))| 6= 0. Zato po
lemi 2.77 obstaja takšna odprta okolica 0 ∈ G ⊂ R, da velja |i(u(x))| < |i(g(x))|
za vsak x ∈ U in vsak u ∈ G. Naj bo še P končna podmnožica od G, ki generira
odprti ideal v R. Potem je V = Spa(R,R+)({f1,...,fn}∪P
g
) racionalna podmnožica in
po konstrukciji velja j(U) = V .
Sedaj si bomo ogledali konstrukcijo lokalizacije Huberjevega para.
Naj bo R Huberjev kolobar, Tn = {f1, . . . , fn ∈ R} množica, ki generira odprti ideal




] in ga opremimo s topologijo
na naslednji način. Vzemimo definicijski par (R0, I) za R. Definicijski podkolobar
naj bo R[f1,...,fn
g
], bazo odprtih okolic od 0 pa In ·R0[f1,...,fng ], za n ∈ N.
Lema 2.79. [13,Lemma and definition (i)] Tako definiran R[f1,...,fn
g
] je Huberjev
kolobar, ki je neodvisen od izbire definicijskega para (R0, I) od R.
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Najprej dokažimo naslednjo lemo:
Lema 2.80. [13,Lemma 1.1] Naj bo R Huberjev in T ⊂ R takšen, da je T ·R odprt
v R. Potem za vsak n ∈ N obstaja takšna okolica G od 0 v R, da je T n ·G odprta v R.
Dokaz. Ker je T ·R odprta množica, je tudi T n ·R = (T ·R)n odprta v R. Ker je R
Huberjev, obstajata takšna končna podmnožica S ⊂ U , da je (Un)n≥1 fundamentalni
sistem okolic od 0 in da velja S · U = U2 ⊂ U . Brez škode za splošnost lahko
vzamemo U dovolj majhen, da bo veljalo tudi U ⊂ T n · R. Ker je množica S
končna in velja S · U ⊂ U ⊂ T n · R, lahko vzamemo neko končno podmnožico
P ⊂ A, da velja S ⊂ T n · P . Ker tvorijo potence od U bazo odprtih okolic od 0,
lahko vzamemo še dovolj velik k ∈ N, da velja P · Uk ⊂ G. Ampak potem velja
Uk+1 = U2 · Uk−1 = S · U · Uk−1 = S · Uk ⊂ T n · P · Uk ⊂ T n · G in torej je T n · G
odprta množica v R.
Dokaz leme 2.79. Za to, da je kolobar Huberjev je treba preveriti samo, da je
množenje zvezno. Potem bo definirana topologija res topologija kolobarja.
Če v lemi 2.80 izberemo G = R0 in T = Tn, vidimo, da je Tn ·R0 odprta v A, torej
obstaja nek n ∈ N, da velja In ⊂ Tn · A0. Potem so velja fig · I
n ⊂ R0[1g ]. Zato za
poljuben x ∈ R[1
g
] in za poljubno okolico 0 ∈ U obstaja takšna odprta okolica od
0 ∈ V (obe v topologiji na R[1
g
]), da velja x · V ⊂ U . Torej je množenje res zvezno
in kolobar je Huberjev.
Naj bosta (R0, I0) in (R1, I1) dva definicijska para za R. Potem obstajata neki
števili m,n ∈ N, da je Im0 ⊂ In1 oziroma (I0 ·R0)m = Im0 ·R0 = Im0 ⊂ In1 = In1 ·R1 =





], torej je topologija na R[1
g
] res
neodvisna od izbire definicijskega para.














∈ R0[f1,...,fng ] ⊂ R[
f1,...,fn
g
]◦, kjer imamo vsebovanost množic zaradi tega, ker
ima vsak definicijski podkolobar omejene potence.
Trditev 2.82. [Univerzalna lastnost] [19,Proposition 2.19(iii)] Kanoničen homo-
morfizem kolobarjev α : R → R[f1,...,fn
g
] je adična preslikava in zadošča naslednji
univerzalni lastnosti: če je ϕ : R → S zvezna preslikava Huberjevih kolobarjev,
za katero velja velja ϕ(g) ∈ S× in ϕ(fi)
ϕ(g)
∈ S◦ za vsak i ∈ {1, . . . , n}, potem ob-
staja enolično določena preslikava Huberjevih kolobarjev β : R[f1,...,fn
g
]→ S, da velja
ϕ = β ◦ α.
Dokaz. Preslikava α : R → R[f1,...,fn
g













ima omejene potence. Ker je S0[
ϕ(f1)
ϕ(g)
, . . . , ϕ(fn)
ϕ(g)
] ∼= S0 · K, kjer je K neka končna
množica (z n elementi), sledi, da je S0[
ϕ(f1)
ϕ(g)
, . . . , ϕ(fn)
ϕ(g)
] omejena, saj je S0 ·K omejena















⊂ Jk · S0
[ϕ(f1)
ϕ(g)





in zato je ϕ̃ zvezna.
Definirajmo še R[f1,...,fn
g
]+ kot celostno zaprtje od R+[f1
g




















〉+) je adična in zadošča naslednji univerzalni lastnosti: za vsak
poln Huberjev par (S, S+) in preslikavo Huberjevih parov ϕ : (R,R+)→ (S, S+), za
katero velja ϕ(g) ∈ S× in ϕ(fi)
ϕ(g)
∈ S+ za vsak i ∈ {1, . . . , n}, se ϕ enolično razširi do





Dokaz. Sledi neposredno iz trditve 2.82 in izreka 2.75.
Naj bo (R,R+) Huberjev par in X = Spa(R,R+). Strukturni predsnop OX na X
je predsnop z vrednostmi v kategoriji polnih topoloških kolobarjev z zveznimi homo-
morfizmi kolobarjev. Naj bo O+X podpredsnop od OX . Za racionalno podmnožico
U = X(f1,...,fn
g







Trditev 2.84. [12,Proposition 1.3], [19,Proposition 5.22.] Naj bo (R,R+) Huberjev
par, X = Spa(R,R+) in U ⊂ X racionalna podmnožica. Potem obstaja enolično
določen Huberjev par (OX(U),O+X(U)) in morfizem α : (R,R+)→ (OX(U),OX(U)+)
z univerzalno lastnostjo:
(i) slika inducirane preslikave Spa(α) : Spa(OX ,O+X)→ X leži v U ,
(ii) če je (S, S+) poljuben poln Huberjev par in ϕ : (R,R+)→ (S, S+) morfizem, za
katerega ima inducirana preslikava Spa(ϕ) : Spa(S, S+)→ X sliko v U , potem
imamo enolično razširitev β : (OX(U),OX(U)+)→ (S, S+), da velja ϕ = β◦α.
Dokaz. Vzemimo f1, . . . , fn, ki generirajo odprt ideal, g ∈ R, racionalno podmnožico
U = X〈f1,...,fn
g






Naj bo y ∈ Spa(OX(U),O+X(U)), ki se slika v Spa(α)(y) = x ∈ X. Ker je
fi
g
∈ O+X(U), sledi, da je |
fi(y)
g(y)




〉. Ampak potem je tudi |fi(x)| ≤ |g(x)| 6= 0, torej je x ∈ U .
Naj bo sedaj ϕ : (R,R+) → (S, S+) takšna preslikava, da je slika preslikave
Spa(OX(U),O+X(U))→ X vsebovana v U . Naj bo y ∈ Spa(S, S+) poljuben element.
Velja |ϕ(fi(x))| ≤ |ϕ(g(x))| 6= 0. Po točki (iii) izreka 2.72 sledi, da je potem
ϕ(g) ∈ S×. Torej lahko delimo z ϕ(g) in preǰsnjo relacijo |ϕ(fi(x))| ≤ |ϕ(g(x))|
lahko reformuliramo kot (ϕ(fi)
ϕ(g)




Tako smo izpolnili vse pogoje za uporabo posledice 2.83, ki nam da enolično določeno
preslikavo β : (OX(U),OX(U)+)→ (S, S+), za katero velja ϕ = β ◦ α.
Naj bo U ⊂ Spa(R,R+) = X neka poljubna (ne nujno racionalna!) množica.
Potem lahko definiramo
OSpa(R,R+)(V ) := lim←−
U⊂V
OSpa(R,R+)(U),
kjer inverzna limita teče po vseh racionalnih podmnožicah U ⊂ X, ki so vsebovane
v V .
Definicija 2.85. Adičen prostor je topološki prostor X, opremljen s snopom to-
poloških kolobarjev OX in podsnopom O+X ⊂ OX , tako da za vsako točko x ∈ X
obstaja odprta okolica x ∈ U ⊂ X in nek Huberjev par (R,R+), da imamo izomor-
fizme U ∼= Spa(R,R+), OX |U ∼= OSpa(R,R+) in O+X |U ∼= O
+
Spa(R,R+).
Adičnemu prostoru, kjer je R perfektoiden Tateov kolobar (ta pojem bomo definirali
kasnje), rečemo perfektoiden prostor.
Omenimo samo še naslednji rezultat, ki ga bomo potrebovali v zadnjem poglavju:
Definicija 2.86. Huberjev par (R,R+) je stabilno enakomeren, če je za vsako raci-
onalno podmnožico U ⊂ X = Spa(R,R+) Huberjev kolobar OX(U) enakomeren.
Izrek 2.87. [Buzzard-Verberkmoes] [5] Naj bo Huberjev par (R,R+) Tateov in sta-
bilno enakomeren. Potem sta za X = Spa(R,R+) predsnopa OX in O+X tudi snopa.
3 Celostni perfektoidni kolobarji
V tem poglavju tesno sledimo tekstoma [19] in [4].
Do sedaj smo se ukvarjali z geometrijskim ozadjem, sedaj pa začnimo s perfek-
toidi. Najprej si bomo pogledali nekaj osnovnih konstrukcij in rezultatov, potem
pa bomo definirali celostne perfektoidne kolobarje, osnovne gradnike perfektoidov.
Vpeljali bomo funktor naklona in odklona in študirali njun učinek na celostnih
perfektoidnih kolobarjih. Na koncu poglavja bomo s pomočjo Wittovih vektorjev
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dokazali naklonsko ekvivalenco za celostne perfektoidne klobarje.
Naj bo A topološki kolobar. Potem lahko zanj tvorimo inverzno limito glede na
Frobeniusovo preslikavo ϕ : x 7→ xp, torej
R(A) := lim←−
x 7→xp
A = {(a0, a1, . . . ) ∈ AN0| ∀n ∈ N0, apn+1 = an}.
Vidimo, da je to množica kompatibilnih zaporedij p-tih korenov elementov iz A - vsak
element zaporedja je p-ti koren preǰsnjega. Dve taki zaporedji lahko množimo, zato
je R(A) multiplikativni monoid. Če ima A karakteristiko p, velja (a+b)p = ap+bp in
v tem primeru lahko zaporedji tudi seštejemo, t.j. v tem primeru je R(A) celo kolo-
bar. Homomorfizem kolobarjev A→ B očitno inducira morfizem monoidov (oziroma
homomorfizem kolobarjev, če imata A in B oba karakteristiko p) R(A) → R(B),
zato je konstrukcija funktorialna.
Opomba 3.1. Frobeniusov endomorfizem na R(A) je injektiven. Res, naj bo
x = (x0, x1, . . . ). Potem je x






3 . . . ) = (x
p
0, x0, x1, x2, . . . ) = (x
p
0, x),
saj velja xpi = xi−1.
Lema 3.2. [2] Naj bo α ∈ A takšen, da velja p ∈ αA. Potem za vsaka a, b ∈ A, za
katera je a ≡ b mod αA, za vsak n ∈ N0 velja tudi ap
n ≡ bpnmod αn+1A.
Dokaz. Izjavo bomo dokazali z indukcijo. Za n = 0 je izjava očitna. Predpostavimo
veljavnost izjave za nek n ∈ N0. Potem velja ap


































za nek d ∈ A. Ker je p ≥ 2 je αp(n+1) = αn+2e za nek e ∈ A in ker je p ∈ αA, je
pαn+1 = αn+2f za nek f ∈ A. Torej res velja kongruenca apn+1 ≡ bpn+1mod pn+2A
in zato lema res sledi po indukciji.




A/αnA (A je p-adično poln). Potem da redukcija modulo α, t.j. preslikava
A→ A/αA, izomorfizem multiplikativnih monoidov
R(A) ∼−→ R(A/αA).
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Ker je A/αA karakteristike p, je tudi R(A/αA) karakteristike p in zato preko
zgornje preslikave dobimo strukturo kolobarja na R(A).
Dokaz. [4] Konstruirajmo inverz te preslikave. Vzemimo x = (xn)n ∈ R(A/αA).
Naj bo x̂n ∈ A dvig od xn ∈ A/αA, t.j. x̂n ≡ xn mod αA in (x̂n)n dvig od






m+1A. Za fiksen n je torej zaporedje (x̂p
m
n+m)m∈N0 ∈
AN0 Cauchyevo v p-adični topologij in zato je zaradi polnosti A glede na p-adično
topologijo tudi konvergentno. Označimo z x(n) ∈ A limito tega zaporedja. Ker so vsi
(x̂p
m
n+m) dvigi od xn za vsak m ∈ N0, je tudi x(n) dvig od xn. Naj bo (x̃n)n ∈ AN0 nek










n+m)m isto limito x
(n). Velja









p = (x(n+1))p, torej je (x(n))n ∈ R(A).
Zato je preslikava bijekcija. Za y ∈ R(A/αA) je zaporedje (x(n)y(n))n ∈ R(A) dvig













) = x(n)y(n) za vse n ∈ N, torej je preslikava tudi
homomorfizem multiplikavitnih monoidov in posledično izomorfizem.





A/αA karakteristiko p. Če ima tudi A karakteristiko p, je preslikava izomorfizem
kolobarjev. Če opremimo A s α-adično topologijo in A/αA z diskretno topologijo,
potem je preslikava celo homeomorfizem (glej [2,Lema 2.0.6.]).
Definicija 3.5. [19] Topološki kolobar A je celosten perfektoiden kolobar (CPK), če
obstaja tak regularen element π ∈ A, da veljajo naslednje trditve:




fizem topoloških kolobarjev, kjer ima vsak izmed A/πnA diskretno topologijo,
(b) velja p ∈ πpA, t.j. πp deli p,
(c) preslikava Φ : A/πA→ A/πpA, podana z x 7→ xp je izomorfizem kolobarjev.
Takšen element π bomo imenovali perfektoiden psevdouniformizator (PPU).
Definicija 3.6. Kolobar A s karakteristiko p je perfekten, če je Frobeniusova pre-
slikava izomorfizem. Če je Frobenius samo surjektiven, je A semi-perfekten.
Primer 3.7.
• Ker za vsak element x ∈ Fp velja xp = x, je Fp perfekten (in seveda tudi
semi-perfekten).
Lema 3.8. [19,Lemma 1.3.] Naj bo A CPK in π PPU. Potem velja:
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(i) vsak element iz A/pαA je p-ta potenca,
(ii) A je p-zaprt, t.j. če za a ∈ A[ 1
π
] velja, da je ap ∈ A, potem sledi, da je tudi
a ∈ A,





p2 , · · · ∈ A.
Dokaz. (i) Vzemimo poljuben a ∈ A. Po modulu πpA lahko ta a zapǐsemo kot
a ≡ b0 + b1π+ · · ·+ bp−1πp−1 za neke b0, . . . bp−1 ∈ A, torej obstaja nek b′ ∈ A,
da je
a = b0 + b1π + · · ·+ bp−1πp−1 + πpb′.
Ker je preslikava Φ surjektivna, obstaja tak a′ = a0 +πa01 ∈ A+πA, da je a =















= πpci za nek ci ∈ A. Torej je (a0 + πa01)p = ap0 + πpc za
nek c ∈ A. Po drugi strani je (a0 + πa01)p = b0 + b1π + · · · + bp−1πp−1 + πpb′.
Iz tega sledi, da je b1 = a
p
0 in b2 = · · · = bp−1 = 0. Nadaljujemo postopek za










(ii) Recimo, da a 6= A. Potem obstaja nek k > 0, da velja πka ∈ A. Ampak potem
je tudi πpkap ∈ πpkA ⊂ πpA in ker je A CPK je po pogoju (c) definicije 3.5
πka ∈ πA, torej πk−1a ∈ A, kar je protislovno z minimalnostjo števila k. Zato
sledi, da je a ∈ A.
(iii) Ker je A CPK, velja πp|p in zato je Frobenius surjektiven na A/πpA. Torej
obstaja element R(A/πpA) oblike (π mod πpA, . . . ). Ker je Φ : A/πA →
A/πpA izomorfizem, je preslikava R(A) → R(A/πpA) bijekcija, t.j. obstaja
y = (y0, y1, . . . ) ∈ R(A), da je y0 ≡ π mod πpA. Torej obstaja nek u ∈
1 + πp−1A, da velja y = πu. Element u je obrnljiv, saj je A π-adično poln in
velja 1 + πp−1A ⊂ A×.
Lema 3.9. [19,Lemma 1.4.] Naj bo A CPK in naj nek element ω zadošča pogojema
(a) in (b) definicije 3.5. Potem je ω tudi regularen in zadošča pogoju (c), torej je
PPU.
Dokaz. Ker je A CPK obstaja nek PPU π ∈ A. Dokazati moramo pogoj (c), torej
da je preslikava Φ : A/ωA → A/ωnA izomorfizem. Vsak element v A/pA je p-ta
potenca po točki (i) leme 3.8 in p ∈ ωpA, zato je tudi vsak element kvocienta A/ωpA
p-ta potenca, torej je preslikava Φ surjektiven homomorfizem. Ker ima A tako π-
adično kot tudi ω-adično topologijo, velja π ∈ ωkA ter ω ∈ πlA za neka k, l ∈ N.
Torej ωk deli π in πl deli ω, zato je ω regularen in velja A[ 1
π
] = A[ 1
ω
]. Vzemimo sedaj




] = A[ 1
π
] velja ( a
ω
)p ∈ A, zato po
točki (ii) leme 3.8 sledi, da je a ∈ ωA. Torej je preslikava Φ tudi injektivna in zato
izomorfizem.
V karakteristiki p imamo naslednjo karakterizacijo CPK-jev:
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Lema 3.10. Naj bo kolobar A poln s karakteristiko p. Potem je A CPK natanko
tedaj, ko je perfekten in in ima π-adično topologijo za nek regularen π ∈ A.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da je A perfekten in ima π-adično topologijo. Ker
smo v karakteristiki p, je pogoj p = 0 ∈ πpA trivialno izpolnjen, prav tako je
A π-adično poln, ker je poln in ima π-adično topologijo. Ker je A perfekten, je
Frobenius surjektiven, torej je vsak element v A = A/pA nek p-ti koren. Ampak po
lemi 3.14 je potem tudi vsak element v A/πpA neka p-ta potenca, torej je preslikava
f : A→ A/πpA, definirana kot f(x) = xp+πpA, surjektivna. Očitno je πA ⊂ ker(f).
Recimo, da obstaja nek a ∈ A, da velja ap ∈ πpA. Torej obstaja nek b ∈ A, da
je ap = πpb. Ampak ker je b ∈ A in je Frobenius na A izomorfizem, obstaja tudi
b
1
p ∈ A. Potem velja xp = (πb
1
p )p in ker smo v karakteristiki p velja (a− π
1
p )p = 0.
Če spet uporabimo dejstvo, da je Frobenius izomorfizem, dobimo enakost a = πb
1
p
oziroma a ∈ πA. Torej je ker(f) = πA in A je zato CPK.
Obratno predpostavimo, da je A CPK. Očitno ima π-adično topologijo. Ker je
preslikava f : A/πA → A/πpA izomorfizem, je vsak element v A/πpA neka p-ta
potenca in po lemi 3.14 je tudi vsak element v A/pA = A neka p-ta potenca. Ker
je A poln in separiran, je Frobenius tudi injektiven, torej izomorfizem in zato je A
poln.
3.1 Naklon in odklon celostnega perfektoidnega kolobarja I
Zaradi Frobeniusa je dostikrat lažje delati v karaktristiki p kot v karakteristiki 0.
Ogledali si bomo funktor, ki vsakemu komutativnemu kolobarju (t.j. tudi komutativ-
nim kolobarjem karakteristike 0) priredi perfekten kolobar karakteristike p. Opomba,
da je naša konstrukcija bolj primerna kot samo redukcija po modulu p.
Naj bo A CPK in π PPU. Potem definiramo naklon od A kot
A[ := (A/pA)perf = R(A/pA) ⊂ (A/pA)N.
Topologija na A[ je topologija inverzne limite (A/pA ima kvocientno topologijo, t.j.
π-adično topologijo za nek PPU π, (A/pA)N ima produktno topologijo, ki jo potem
induciramo na A[).
Trditev 3.11. Za poljuben komutativen kolobar A je A[ perfekten kolobar s karak-
teristiko p.
Dokaz. Ker ima A/pA karakteristiko p, jo ima tudi A[ in zato je Frobenius homo-
morfizem kolobarjev. Na začetku poglavja smo videli, da je Frobenius injektiven na
R(A/pA). Vzemimo sedaj a = (a0 mod pA, a1 mod pA, a2 mod pA, . . . ) ∈ A[.
Ker velja api = ai−1 mod pA, lahko element a zapǐsemo ekvivalentno tudi kot
(a0 mod pA, a1 mod pA, a2 mod pA, . . . ) = (a
p
1 mod pA, a
p
2 mod pA, a
p
3 mod pA, . . . )
= (a1 mod pA, a2 mod pA, a3 mod pA, . . . )
p, zatorej je Frobenius tudi surjektiven,
t.j. izomorfizem.
Opomba 3.12. Dokažemo lahko še več - npr. da je A[ začetni objekt v kategoriji
perfektnih kolobarjev v karakteristiki p, za več podrobnosti glej npr. [2].
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Iz začetka poglavja vemo, da imamo izomorfizem multiplikativnih monoidov
R(A) ∼−→ R(A/pA). Definirajmo še preslikavo proj0 : R(A) → A kot projekcijo






da multiplikativno preslikavo ] : A[ → A, a 7→ a]. Preslikavo ] imenujemo
odklon. Eksplicitno je preslikava podana z A[ = R(A/pA) 3 (a0, a1, a2, . . . ) 7→




m , torej (a0, a1, a2, . . . )





je ãm ∈ A poljuben dvig elementa am ∈ A/pA. Očitno velja tudi x(n) = (x
1
pn )].
V im(]) so torej tisti elementi iz a ∈ A, ki premorejo kompatibilno zaporedje
p-tih korenov {a
1
pn }n, kjer a
1
pn ∈ A za vsak n ∈ N0. Takšnim elementom a včasih
rečemo perfektni elementi, a notacija ni standardna.
Preslikava je očitno multiplikativna, saj za x, y ∈ A[ velja
(xy)] = (xy)(0) = x(0)y(0) = x]y],
ni pa nujno aditivna, saj velja














(i) V primeru, ko ima A karakteristiko p, je odklon celo izomorfizem kolobarjev.
(ii) Kompozicija preslikav A[
] mod pA−−−−−→ A/pA je vedno surjektiven homomorfizem
kolobarjev, ki je podan s projekcijo A[ na 0-to komponento.
Lema 3.14. [1] Naj bo A π-adično poln kolobar in naj velja πp|p. Potem so nasle-
dnje trditve ekvivalentne:
(i) vsak element v A/πpA je p-ti koren,
(ii) vsak element v A/pA je p-ti koren,
(iii) vsak element v A/πpA je p-ti koren.
Dokaz. Veljavnost implikacij (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) je posledica deljivosti πp|p|πp.
(iii) =⇒ (i) : Naj bo a ∈ A. Po predpostavki obstaja tak a0 ∈ A, da velja
a ≡ ap0 mod πp, kar je ekvivalentno zapisu a = a
p
0 + π
pb0 za nek b0 ∈ A. Enak











torej je res a tudi p-ti koren v A/πpA.
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Lema 3.15. [4] Obstajata tak obrnljiv element u ∈ A× in π[ ∈ A[, da velja
uπ = (π[)].
Dokaz. Surjektivnost Frobeniusa na A/pA implicira obstoj elementa π[ ∈ A[, da
velja
(π[)0 ≡ π mod pA,
torej je (π[)] ≡ π mod pA oziroma po lemi 3.14 (π[)] ≡ π mod πpA. Torej je
(π[)] = π+ πpu1 = π(1 + π
p−1u1) = πu za nek u ∈ 1 + πp−1A ⊂ A× (tukaj po tihem
privzamemo, da je A p-adično separiran in reduciran).
Lema 3.16. Naj bo A CPK in π PPU. Potem velja:
(i) Odklon ] : A[ → A je zvezna preslikava.
(ii) Izomorfizmi monoidov
R(A) ∼−→ A[ ∼−→ R(A/πA)
so homeomorfizmi.
Dokaz. (i) Baza odprtih okolic za A[ je sestavljena iz množic oblike Uk,m =
{(xn)n ∈ A[ | xk ∈ πm(A/pA)}. Za x ∈ Uk,m ↔ (x(n))n ∈ R(A), tako da velja
x(k) ∈ πmA+ pA ⊂ πA. Sledi x] = x(0) = (x(k))pk ∈ πpkA. Vzemimo sedaj tak
N , da je pk ≥ N . Množica pNA je očitno odprta v A in velja Uk,m ⊂ ]−1(pnA),
zato je množica ]−1(pnA) kot unija translatov odprtih množic tudi sama od-
prta.
(ii) Analogno kot točka (i).
Trditev 3.17. [19,Lemma 1.7.3] Če je A CPK, potem je tudi A[ CPK .
Dokaz. Naj bo π PPU za A. Kolobar A[ je perfekten s karakteristiko p. Po definiciji
3.5 moramo dokazati še, da:
(i) je element π[ ∈ A[ regularen (t.j. ni delitelj niča),
(ii) ima A[ π[-adično topologijo,
(iii) je A[ π[-adično poln.
V tem primeru bo potem π[ PPU za A[.
(i) Po točki (iii) leme 3.8 (in morebitni zamenjavi psevdouniformizatorja π s psev-









p2 , . . . ) ∈ A[. Predpo-
stavimo obstoj elementa x ∈ A[, da velja π[x = 0. Označimo π[ = (π(n))n, v
posebnem (π[)] = π. Potem je π(n)x(n) = ((πx)
1
pn )] = 0 za vsak n. Torej je
tudi πx(n) = 0 in ker je π regularen, mora biti x(n) = 0, to pa implicira, da je
x = 0. Torej je π[ res regularen.
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(ii) Preslikava A[ ' R(A/πA) je surjektivna po točki (ii) opombe 3.13. Vzemimo
sedaj a ∈ A[, ki leži v jedru zgornje preslikave. Zanj potem velja a] = a(0) ∈










∈ A (saj smo prej videli, da a(0) ∈ πA. Zato po točki (ii) leme
3.8 velja b = (b(n))n ∈ R(A) ' A[ in a = π[b. Iz tega sledi, da je zaporedje
0→ A[ ·π
[
−→ A[ ] mod πA−−−−−→ A/πA→ 0
eksaktno in posebej A[/π[A ' A/πA. Torej je topologija na A[ res π[-adična.
(iii) Po točki (ii) leme 3.16 imamo homeomorfizem A[ ' R(A/πA). Baza odprtih
okolic od 0 ∈ A[ je ker(projn), kjer je projn standardna projekcija na n-to
komponento lim←−
x 7→xp
A/πA → A/πA. Če je n-ta komponenta enaka 0 je potem






















Če sedaj vzamemo inverzne limite (glede na stolpce), vidimo, da je
lim←−
x 7→xp







torej je A[ res π[-adično poln.
3.2 Intermezzo I: Wittovi vektorji
V tem podpoglavju bomo naredili kratek in hiter pregled osnovnih lastnosti Witto-
vih vektorjev in navedli izreke, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju poglavja (in
naloge). Opomba, da si bomo ogledali samo t.i. p-tipične Wittove vektorje.
Naj bo A kolobar.Wittove vektorje doľzine n nad A označimo z Wn(A). Na ni-
voju množic definirajmoWn(A) kot množico vseh n-teric elementov izA, t.j. Wn(A) =
An.
Definirajmo preslikavo
w : Wn(A)→ An
s predpisom
(a0, a1, . . . , an−1) 7→ (w0(a0), w1(a0, a1), w2(a0, a1, a2), . . . wn−1(a0, . . . , an−1)),
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kjer je preslikava









1 + · · ·+ pkak.
Enostavno vidimo, da velja induktivna zveza










pk−i + pk+1ak+1 = wk(a
p













0 + wk(a1, . . . , ak+1).
Preslikavo w imenujemo fantomska preslikava, preslikavo wk pa k-ta fantomska komponenta
oz. k-ta fantomska projekcija.
Vpeljimo sedaj vsoto naWn(A). Naj bosta x = (x0, . . . , xn−1), y = (y0, . . . , yn−1) ∈
Wn(A) in x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1 ∈ A. Radi bi izračunali vsoto Wittovih vektor-
jev (dolžine n) x + y ∈ Wn(A). Označimo k-to komponento vsote z (x + y)k =
sk(x0, . . . , xk, y0, . . . , yk). Komponente sk določimo s pogojem
wk(s0(x0, y0), s1(x0, x1, y0, y1), . . . , sk(x0, . . . , xk, y0, . . . , yk)) = wk(x0, . . . , xk)+wk(y0, . . . , yk).
Zaradi preglednosti izpuščajmo argumente pri komponentah vsote, t.j. namesto
sk(x0, . . . , xk, y0, . . . , yk) pǐsimo kar sk, ostalo bo razvidno iz konteksta. Oglejmo si
nekaj primerov.
Iz pogoja w0(s0) = w0(x0) + w0(y0) dobimo s0 = x0 + y0. Nadaljujmo:
w1(s0, s1) = w1(x0, x1) + w1(y0, y1)
je ekvivalentno
sp0 + ps1 = x
p
0 + px1 + y
p
0 + py1




0 − (x0 + y0)p
p
+ x1 + y1.
Nadaljujemo induktivno.
Produkt vpeljemo na Wn(A) na podoben način: za x = (x0, . . . , xn−1), y =
(y0, . . . , yn−1) ∈ Wn(A) označimo komponente produkta x · y ∈ Wn(A) z (x · y)k =
mk(x0, . . . , xk, y0, . . . , yk). Izračunamo jih iz zvez
wk(m0,m1, . . . ,mk−1) = wk(x0, . . . , xk−1) · wk(y0, . . . , yk−1).
Eksplicitno izračunajmo nekaj primerov. Iz w0(m0) = w0(x0) ·w0(y0) sledi m0 =
x0y0. Pogoj
w1(m0,m1) = w1(x0, x1)w1(y0, y1)
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je ekvivalenten











Za tako definirana seštevanje in množenje je Wn(R) kolobar in preslikave w :
Wn(A) → An in wk : Wn(A) → A (za ∀k ∈ {0, . . . , k − 1}) so homomorfizmi
kolobarjev, kjer je seštevanje in množenje na A in An definirano po komponentah.
Izrek 3.18. Za tako definirana seštevanje in množenje je
Wn : Ring → Ring
(kovarianten) funktor, ki komutira z inverznimi limitami.
Wittovi vektorji Wn(A) so uporabni, ker so opremljeni z mnogimi preslikavami:







kjer je preslikava An → An−1 projekcija na prvih n− 1 komponent. Tako presli-
kavo F imenujemo Frobenius.
Preslikava V : Wn−1(A)→ Wn(A) je aditivna (ne pa tudi multiplikativna!) pre-
slikava, definirana z (a0, . . . , an−2) 7→ (0, a0, . . . , an−2). Zelo sugestivno jo imenujemo
verschiebung, kar v nemščini pomeni prestavitev.
Preslikava [ ] : A→ Wn(A) je multiplikativna (a ne aditivna!) preslikava, defini-
rana kot a 7→ (a, 0, 0 . . . , 0). Imenujemo jo Teichmüllerjev dvig.
PreslikavaRn : Wn(A)→ Wn−1(A), ki je definirana s predpisom (a0, . . . , an−2, an−1)
7→ (a0, . . . , an−2) je homomorfizem kolobarjev, ki ga imenujemo restrikcija.
Izrek 3.19. [1] Za a = (a0, . . . , an−1) ∈ Wn(A) velja:
(i) F [a] = [ap],






Wittove vektorje nad kolobarjem A definiramo kot
W (A) = lim←−
Rn
Wn(A)
glede na vse restrikcijske preslikave Rn : Wn(A)→ Wn−1(A) za vse n ∈ N.
W (A) podeduje vse naštete preslikave F, V : W (A)→ W (A), Rn : W (A)→ Wn(A)
in [ ] : A→ W (A), ki so kompatibilne s preslikavami na Wn(A) za vsak n ∈ N0.








2 , . . . ). Če je A še dodatno perfekten in je p ∈ W (A)
regularen, velja W (A)/pnW (A) ∼= Wn(A) za vsak n ∈ N, W (A)/pW (A) ∼= A in
razvoj v vrsto je enoličen. Frobeniusov izomorfizem (ker je A perfekten) ϕ : A→ A







komutira. Veljajo tudi naslednje relacije:
Trditev 3.20. Če je A perfekten kolobar s karakteristiko p, velja:
(i) F [a] = [a]p,
(ii) V [a] = p[a]
1
p ,
(iii) F ◦ V = V ◦ F = p.
Primer 3.21. Velja Wn(Fp) = Z/pnZ in W (Fp) = Zp. Ta primer je tudi prvotna
motivacija za vpeljavo Wittovih vektorjev.
3.3 Naklon in odklon celostnega perfektoidnega kolobarja
II
Sedaj želimo videti, kako lahko odklonimo kolobarje.
Naj bo A CPK in π PPU. Potem je W (A[) tak p-adično poln kolobar, da velja
W (A[)/pW (A[)
'−→ A[.
Naj bo a = (a0, a1, . . . ) ∈ W (A[). Potem lahko zapǐsemo
















kjer smo v prvem zapisu z vsoto uporabili definicijo verschiebung preslikave in Tei-
chmüllerjev dvig, pri drugem Frobeniusa in pri zadnjem enakost V F = FV = p.
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definirajmo preslikavo θ : W (A[)→ A.








ker je A p-adično poln.
Lema 3.23. [4] Za Wittove vektorje nad A[ veljata naslednji lastnosti:
(i) pW (A[) ∩ [π[]W (A[) = p[π[]W (A[)
(ii) W (A[) je poln glede na [π[]-adično topologijo.











Za trenutek označimo navpične preslikave zaporedoma z a, b in c. Po lemi o kači
imamo potem eksaktno zaporedje
0→ ker(a)→ ker(b)→ ker(c)→ coker(a)→ coker(b)→ coker(c)→ 0








































kjer sta prvi in tretji izomorfizem zaradi definicije Wittovih vektorjev, drugi pa
zaradi preǰsnjega komutativnega diagrama. Torej smo res dokazali, da je W (A[)
[π[]-adično poln.
Izrek 3.24. [Fontaine] [4] Preslikava θ je surjektiven homomorfizem kolobarjev in
njegovo jedro je glavni ideal, ki ga generira regularen element ξ, t.j.
ker(θ) = ξW (A[).
Dokaz. Najprej pokažimo, da je θ res homomorfizem kolobarjev. Ker je A p-adično
separiran, je dovolj pokazati, da so vse preslikave θn : Wn(A
[)
θ−→ A mod p
nWn(A[)−−−−−−−−→
A/pnA za n ≥ 0 homomorfizmi kolobarjev.
Fiksirajmo poljuben n ∈ N0. Naj bo Φn−1 : Wn(A/pnA) → A/pnA satndardna


















je preslikava Φn−1 odvisna samo od Wittovih koordinat mod pA in zato se faktorizira








kjer je homomorfizem kolobarjev r (preko funktorialnosti) induciran s preslikavo














kjer je ψ(a0, a1, . . . ) = (a0 mod p
nA, a1 mod p
nA, . . . ) (ki ni homomorfizem
kolobarjev!), Wn(proj0)(a0, a1, . . . ) = (a0 mod pA, a1 mod pA, . . . ) je homomorfi-
zem kolobarjev, saj je induciran preko preslikave ] : A[ → A/pA in tudi preslikava
F 1−n : Wn(A
[) → Wn(A[) je homomorfizem kolobarjev, saj je inducirana preko
preslikave ϕ1−n : A[ → A[. Torej je preslikava θn = F 1−n ◦Wn(proj0) ◦ Φ̃n−1 kot
kompozitum treh homomorfizmov kolobarjev tudi sama homomorfizem kolobarjev.





















2 , . . . , a
pn−1+1−n








2 , . . . , a
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Tako W (A[) kot A[ sta p-adično polna in separirana, zato je dovolj trditev poka-
zati po mod [π[]A[. V lemi 3.23 smo videli, da je W (A[) [π[]-adično poln, v dokazu
trditve 3.17 pa, da je A/πA ' A[/π[A[. Ker funktorialnost ohranja surjektivne
preslikave iz komutativnega diagrama
W (A[)/[π[]W (A[) A/πA
Wn(A/pA)
'
vidimo, da je preslikava W (A[)/[π[]W (A[)→ A/πA surjektivna.
Ker je A CPK, je p ∈ πpA. Po surjektivnosti θ obstaja tak x ∈ W (A[), da velja
−p = θ([π[]px) = πpθ(x).
Potem je ξ = x + [π[]px ∈ ker(θ). Ker je π[ regularen v A[ in po lemi 3.23 tudi
[π[]-adično separiran, je ξ regularen.
Da velja ker(θ) = ξW (A[) je dovolj pokazati, da θ inducira izomorfizem
W (A[)/[π[]W (A[)→ A
in ker je W (A[) [π[]-adično separiran in poln in A π-adično separiran in poln, je to
dovolj videti po mod [π[]W (A[), torej da je
W (A[)/(ξ, [π[])→ A/πA
izomorfizem. Ampak ker je ξ ≡ p mod [π[]W (A[), velja
W (A[)/(ξ, [π[]) = W (A[)/(p, [π[]) = A[/π[A[ ∼= A/πA,
kjer zadnji izomorfizem sledi iz dokaza trditve 3.17.
Lema 3.25. Element ξ je generator od ker(θ) natanko tedaj, ko za njegov razvoj v
Wittov vektor ξ = (ξ0, ξ1, . . . ) velja, da je ξ1 obrnljiv, t.j. ξ1 ∈ A[×.
Dokaz. Razvoj elementa ξ v Wittov vektor je oblike
ξ = (ξ0, ξ1, . . . ) = p+ [π
[]px = (0, 1, 0, 0, . . . ) + (π[p, 0, 0, . . . ) · (x0, x1, x2, . . . )
= (0, 1, 0, 0, . . . ) + (π[px0, π
[p2x1, π
[p3x2, . . . ) = (π
[px0, 1 + π
[p2x1, π
[p3x2, . . . )
in ker je A[ π[-adično poln, je ξ1 = 1 + (π
[)p
2
x1 ⊂ 1 + (π[)p
2
A[ ⊂ A[×. Vidimo tudi,
da je ξ0 ∈ π[A[.
Vzemimo sedaj še en element χ = (χ0, χ1, . . . ) ∈ ker(θ) in naj bo χ = aξ za nek
a = (a0, a1, . . . ) ∈ W (A[). Če ta produkt razvijemo, dobimo




0ξ1, . . . ).
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Sedaj velja, da je tudi χ generator od ker(θ) natanko tedaj, ko je ξW (A[) = ker(θ) =
χW (A[) = aξW (A[). Ker smo v dokazu izreka 3.24 videli, da je ξ regularen, je ta
pogoj ekvivalenten temu, da je a ∈ W (A[)×, sicer bi bil aξW (A[) $ ξW (A[). Ker je
W (A[) p-adično poln in velja W (A[)/pW (A[) = A[, mora biti zgornji pogoj ekviva-
lenten a0 ∈ A[× in ker je ξ1 ∈ A[×, je to nadalje ekvivalentno pogoju ap0ξ ∈ A[×. Ker
je ξ0 ∈ π[A[, je tudi a1ξp0 ∈ π[A[ in zato je a
p





(spet smo uporabili dejstvo, da je A[ π[-adično poln). S tem je dokaz zaključen.
Opazimo lahko še, da iz χ ∈ ker(θ) sledi χ]0 ∈ pA, saj je koeficient pred p0 pri
razvoju θ(χ) v vrsto enak 0 in le komponenta χ0 lahko vpliva na ta člen. Ampak
zaradi izomorfnosti A[/π[A[
] mod πA−−−−−−→ sledi, da je potem χ0 ∈ π[A[. Torej je 0-ta
komponenta generatorja od ker(θ) vedno element π[A[.
3.4 Naklonska ekvivalenca za celostne pefektoidne kolobarje
Naj bo A CPK, π pa tak PPU, da velja (π[)] = π, B naj bo A-algebra, ki jo opre-
mimo s p-adično topologijo.
Definicija 3.26. Algebra B je perfektoidna A-algebra, če je B CPK.
Izrek 3.27. [19,Theorem 1.11] Imamo ekvivalenco kategorij
(perfektoidne A-algebre) ≈ (perfektoidne A[-algebre),
ki je podana s preslikavo
B 7→ B[.
Kvazi-inverz je dan z
W (C)⊗W (A[),θ A = C] 7→C.
Dokaz. Naj bo π ∈ A PPU ki premore p-te korene in π[ = (π, π
1
p , . . . ) ∈ A[ pripa-
dajoč PPU od A[.







Vodoravni puščici sta dani s Fontainovim θ funktorjem, navpični puščici pa sta
inducirani z očitno preslikavo i : A → B, kjer upoštevamo, da je B ravno perfek-
toidna A-algebra. Naj bo ξ generator od ker(θA). Komutativnost diagrama nam
da
θB ◦ j(ξ) = i ◦ θA(ξ) = i(0) = 0,
torej je j(ξ) ∈ ker(θB).
Ker je ξ = (ξ0, ξ1, . . . ) generator od ker(θA), velja po lemi 3.25 ξ1 ∈ A[×. Ker
i : A→ B slika enote v enote, velja, da je tudi j(ξ1) ∈ B[×. Posledično ponovno po
38
lemi 3.25 sledi ker(θB) = j(ξ)W (B
[) = j(ξW (A[)) = j(ker(θA)).
Preslikava (B[)] = W (B[)⊗W (A[),θA→ B je surjektivna, saj je inducirana s sur-
jektivno preslikavo θB. Preslikava θA induciraA ∼= W (A[)/ ker(θA) ∼= W (A[)/ξW (A[)
in preslikava θB inducira B ∼= W (B[)/ ker(θB) ∼= W (B[)/j(ξ)W (B[), zato iz spo-
dnjega komutativnega diagrama
B[ W (B[)⊗W (A[) (
=A︷ ︸︸ ︷
W (A[)/ξW (A[)) W (B[)/j(ξ)W (B[)
B
∼= ∼=
sledi, da je (B[)] ∼= B.
Zaradi preglednosti brez škode za splošnost označujmo sliko elementa ξ kar z ξ
(kje ta element živi bo že razvidno iz konteksta).
Naj bo C perfektoidnaA[-algebra. Preslikava θA je surjektivna z jedrom ker(θA) =
ξW (A[), zato imamo W (A[)/ξW (A[) ∼= A kar nam da
C] = W (C)⊗W (A[) A ∼= W (C)⊗W (A[) (W (A[)/ξW (A[)) ∼= W (C)/ξW (C)
in
A ∼= W (A[)/ξW (A[)→ W (C)/ξW (C) = C],
zato je C] A-algebra.
Ker je π[ regularen v C, je po podobnem argumentu kot prej [π[] regularen v
W (C). Zato imamo komutativni diagram
0
0 W (C) W (C) W (C)/[π[]nW (C) 0
0 W (C) W (C) W (C)/[π[]nW (C) 0







ki ima v zadnji vrstici kojedra navpičnih preslikav ·ξ. Recimo, da za a ∈ W (C)
velja ξa ∈ [π[]pW (C), kjer je ξ = p + [π[]px kot prej. Torej je pa + [π[]paW (C) ∈
[π[]W (C), kar implicira pa ∈ [π[]W (C) in po preǰsnji lemi a ∈ [π[]W (C). Zato je π
regularen v C]. Eksakten stolpec v diagramu je ekvivalenten eksaktnemu zaporedju
0→ W (C)/[π[]nW (C) ·ξ−→ W (C)/[π[]nW (C)→ C]/πnC] → 0
39
Ker ima to zaporedje Mittag-Lefflerjevo lastnost lahko vzamemo inverzno limito
lim←−
n
tega zaporedja in z upoštevanjem točke (ii) leme 3.23 dobimo eksaktno zaporedje




C] ∼= W (C)/ξW (C) ∼= lim←−
n
C]/πnC]
kar pomeni, da je C] π-adično poln. S tem C] izpolnjuje pogoj (a) definicije 3.5.
Element p+ [π[]px = ξ se očitno preslika v 0 ∈ C] = W (C)/ξW (C) in ker je C]
π-adično poln to pomeni, da je p ∈ πpC]. Tako je izpolnjen pogoj (b) definicije 3.5.
Iz preǰsnjega komutativnega diagrama vidimo, da je C]/πnC] ∼= W (C)/(ξ, [π[]n)
za vsak n, torej v posebnem velja C]/πC] ∼= W (C)/(ξ, [π[]) in C]/πpC] ∼= W (C)/(ξ, [π[]p).
S pomočjo komutativnega diagrama
C]/πC] C]/πpC]
W (C)/(ξ, [π[]) W (C)/(ξ, [π[]p)








vidimo, da je preslikava
C]/πC]
x 7→xp−−−→ C]/πpC]
kot kompozitum samih izomorfizmov tudi sama izomorfizem, torej zadošča C] tudi
pogoju (c) iz definicije 3.5 in je zato CPK.
Opomnimo, da je
C/π[C → C/π[pC
izomorfizem, ker je C CPK.
Za konec moramo samo še preveriti, da nam bo naklon od C] res vrnil C. Res,





C/π[C = C[ = C
kjer zadnja enakost sledi iz dejstva, da je C CPK s karakteristiko p, torej ga
odklon ohranja.
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4 Perfektoidni Tateovi kolobarji
Tudi v tem poglavju se bomo tesno držali virov [19] in [4].
V preǰsnjem poglavju smo se ukvarjali s celostno teorijo perfektoidnih kolobar-
jev, korak naprej od tega je pa racionalna teorija, t.j., ko je dovoljeno invertiranje
elementov.
Definicija 4.1. Naj bo A CPK, π pa PPU. Če tvorimo A[ 1
π
] z (πnA)n∈N bazo od-
prtih okolic od 0, potem iz primera 2.54 vidimo, da je kolobar Tateov. Imenujemo
ga generično vlakno od A.
Perfektoiden Tateov kolobar (okraǰsava PTK) je generično vlakno nekega CPK.
Za začetek si poglejmo naslednjo klasifikacijo PTK-jev, ki bi jo sicer lahko brez
slabe vesti uporabili tudi kot ”bolj razumljivo”definicijo za PTK:
Trditev 4.2. [4], [19,Definition 3.1] Za Tateov kolobar R so naslednje trditve ekvi-
valentne:
(i) R◦ je CPK.
(ii) R je enakomeren in obstaja PPU π ∈ R, da velja p ∈ πpR◦ in da je preslikava
Φ : R◦/πR◦ → R◦/πpR◦
x 7→ xp
izomorfizem.
(iii) R premore definicijski podkolobar, ki je CPK.
(iv) R je perfektoiden Tateov kolobar PTK.
To trditev bomo dokazali skupaj z naslednjim izrekom.
Izrek 4.3. [4], [19,Proposition 3.2] Naj bo R PTK in R0 ⊂ R njegov definicijski
podkolobar. Potem je R0 CPK natanko tedaj, ko je R0 p-zaprt.
Posebej naj ta izrek pove, da je vsak podkolobar celostnih elementov R+ ⊂ R
CPK.
Dokaz. (i) =⇒ (ii): R◦ je po trditvi 2.52 odprt podkolobar v R. Ker je R◦ CPK,
ima π-adično topologijo za nek PPU π, torej je R◦ definicijski podkolobar od R
s končno generiranim definicijskim idealom πR◦. Posledično je R◦ omejen, torej
enakomeren. Pogoja p ∈ πpR◦ in da mora biti Φ izomorfizem sta ravno pogoja
(b) in (c) iz definicije 3.5, ker je R◦ CPK. Preveriti moramo samo še, da je PPU
π tudi psevdouniformizator za R. Ker ima R0 π-adično topologijo, je π topološko
nilpotenten. Ker je π PPU in je R0 odprt, je tudi πR0 odprt. Vzemimo sedaj nek
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psevdouniformizator ψ ∈ R. Ker je ψ topološko nilpotenten in πR0 odprt, obstaja
tak n ∈ N, da je ψ ∈ πR0, torej obstaja nek a ∈ R0, da velja ψn = πa. Ker je ψ
obrnljiv v R, je tudi ψn obrnljiv v R in zato ga lahko nesemo na drugo stran enačbe,
t.j. velja 1 = πa(ψ−1)n kar pa ravno pomeni, da je π obrnljiv v R.
(ii) =⇒ (iii): R◦ je odprt v R po trditvi 2.52. Ker je po predpostavki R enako-
meren, je R◦ tudi omejen, torej definicijski podkolobar. Po izreku 2.56 je topologija
na R◦ π-adična, pogoja (b) in (c) definicije 3.5 pa sledita iz predpostavke.
(iii) =⇒ (iv): Naj bo R0 ⊂ R definicijski podkolobar ki je hkrati CPK. Zato
obstaja PPU π ∈ R0. Po podobnem premisleku kot v dokazu implikacije (i)→ (ii)




torej je R res PTK.
(iv) =⇒ (i): Naj bo R = A[ 1
π
], kjer je A nek CPK in π ∈ R psevdouniformizator za
R. Naj bo R0 ⊂ R◦ nek odprt in p-zaprt podkolobar. Za poljuben element a ∈ R◦◦
obstaja tak n ∈ N, da je apn ∈ R0. Ker je R0 p-zaprt, to implicira a ∈ R0, torej
je R◦◦ ⊂ R0. Ker je A CPK je po točki (ii) leme 3.8 tudi p-zaprt. Po konstrukciji
je A odprt v R, zato po podobnem premisleku kot prej velja R◦◦ ⊂ A. Ker je A
definicijski podkolobar, velja A ⊂ R◦. Predpostavimo, da velja πR0 ⊂ A oziroma
ker je π obrnljiv, je tudi R0 ⊂ π−1A, zato je po posledici 2.58 R0 omejen in torej je
R enakomeren in R0 je definicijski podkolobar od R s π-adično topologijo.
Lema 4.4. [19] Vsak element iz R0 je p-ta potenca mod πR0 za p > 2 oziroma
mod π
1
2R0 za p = 2.
Dokaz. Vzemimo poljuben element a ∈ R0. Ker je R0 omejen, je za psevdounifor-
mizator π tudi πa topološko nilpotenten, torej πa ∈ R◦◦ ⊂ A. Zato obstajata takšna
b, c ∈ A, da velja πa = bp+πpc. Ker je π obrnljiv, lahko enačbo pomnožimo z π−1 in
dobimo a = π−1bp + πp−1c. Po lemi 3.15 lahko po množenju z enoto (ki naše enačbe
ne spremeni bistveno) predpostavimo, da premore π poljubne p-te korene. Zato
dobimo (bπ−
1
p )p = a− πp−1c. Ker je πp−1 topološko nilpotenten in c ∈ A omejen, je
πp−1c ∈ A◦◦ ⊂ R0. Zato je tudi (bπ−
1
p )p = a − πp−1c ∈ R0. Ker je R0 p-zaprt, to
pomeni, da je bπ−
1
p ∈ R0. Sedaj ločimo dva primera. Če je p > 2 je πp−1c ∈ πR0,
torej je a res p-ti koren mod πR0. Če pa je p = 2 je π
1
2 topološko nipotenten in zato
je π
1
2 c ∈ A◦◦ ⊂ R0 in tako je πc ∈ π
1
2R0, torej je A p-ti koren mod π
1
2R0.
Privzamimo da je p > 2. Ker je π PPU je p ∈ πpA ⊂ πR◦◦, torej je pπ−1 ∈ R◦◦ ⊂
R0 oziroma p ∈ (π
1
p )pR0. Preslikava Φ : R0/π
1
pR0 → R0/πR0 je potem injektivna,
ker je R0 p-zaprt. Torej R0 izpolnjuje tudi pogoja (b) in (c) definicije 3.5, zato je
CPK.
Če pa je p = 2 pa imamo 2 ∈ π2A ⊂ π 12R◦◦, torej je 2π− 12 ∈ R◦◦ ⊂ R0 oziroma





2 in tako R0 izpolnjuje tudi točki (b) in (v) definicije 3.5 in je zato CPK. Zato
je tudi R◦ CPK.
Dokazali smo tudi, da je vsak p-zaprt defincijski podkolobar CPK. Za PTK R je
vsak njegov definicijski podkolobar, ki je CPK očitno tudi p-zaprt. Oglejmo si samo
še poljuben kolobar celostnih elementov R+ ⊂ R. Po definiciji je R+ odprt v R.
Ker je R enakomeren, je R◦ omejen, torej je tudi R+ ⊂ R◦ omejen in zato je R+
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definicijski podkolobar od R.
Povzamimo nekaj pomembnih spoznanj, do katerih smo se dokopali v preǰsnjem
dokazu:
Posledica 4.5. [19,Corollary 3.3.] Naj bo R PTK. Potem za vsak definicijski pod-
kolobar R0 ⊂ R velja R◦◦ ⊂ R0 in imamo bijekcijo
(celostni definicijski podkolobaji v R)
∼−→ (p-zaprti podkolobarji od R◦/R◦◦)
podano s preslikavo
R0 7→ R0/R◦◦.
Posebej nam to da bijekcijo
(podkolobarji celostnih elementov v R)
∼−→ (celostno zaprti podkolobarji od R◦/R◦◦ ).
Dokaz. Prva trditev sledi iz dokaza preǰsnjega izreka, bijekcija pa velja zaradi osnovne
komutativne algebre in izreka 4.3.
Trditev 4.6. [4] Naj bo R poln Tateov kolobar karakteristike p. Potem je R PTK
natanko tedaj, ko je perfekten.
Dokaz. (⇒): Ker ima R karakteristiko p, jo ima tudi R◦. Ker je R PTR, je po trditvi
4.2 R◦ CPK s psevdouniformizatorjem π in Frobenius je surjektiven na R◦/pR◦ = R◦
(pogoja (b) in (c) definicije 3.5). Po pogoju (a) definicije 3.5 ima R◦ π-adično
topologijo in je glede na to topologijo poln in separiran, zato je Frobenius tudi
injektiven, torej izomorifzem, in R◦ je perfekten. Ker je R = R◦[ 1
π
] je Frobenius
izomorfizem na R in zato je tudi R perfekten.
(⇐): Naj bo R perfekten. Potem je očtino Frobenius surjektiven na R◦ in p ∈
πpR◦. Dokazati moramo še, da je R enakomeren. Naj bo R0 ⊂ R definicijski
podkolobar. Ker je Frobenius ϕ zvezna bijekcija na R, je po Banachovem izreku o
odprti preslikavi tudi odprta preslikava. Ker je R0 odprt, je tudi ϕ(R0) odprt, torej
obstaja tak n ∈ N, da velja πnR0 ⊂ ϕ(R0). Ampak potem je π
n
pϕ−1(R0) ⊂ R0 in
π
n






in zato tudi πnϕ−m(R0) ⊂ R0 oziroma ϕ−m(R0) ⊂ π−nR0.
Vzemimo poljuben x ∈ R◦. Potem je S = {x, x2, x3, . . . } omejena in po posledici
2.58 obstaja tak k ∈ N, da je πpkS ⊂ R0. Posebej je potem tudi πp
k
xp
k ∈ R0, torej
je πx ∈ φ−k(R0) ⊂ π−nR0. Iz tega sledi, da je πn+1x ∈ R0. Ker je bil x ∈ R◦
poljuben, velja πk+1R◦ ∈ R0 in zato je po posledici 2.58 R◦ omejen, kar pomeni, da
je R enakomeren. Po ekvivalenci med točkama (iii) in (iv) v izreku 4.2 je R PTK.
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4.1 Intermezzo II: Skoraj matematika
Skoraj matematiko je vpeljal Gerd Faltings (ki je ob Scholzeju edini nemški dobitnik
Fieldsove medalje) v članku ”p-adic Hodge Theory”[7] leta 1988. Trenutni najbolǰsi
(in najbolj obširni) referenci za to področje sta knjiga [9] in manuskript [10], ki sta
ju spisala Ofer Gabber in Lorenzo Ramero.
V tem poglavju naj V označuje kolobar, m naj bo tak njegov ideal, da velja
m2 = m ⊂ V in m = lim−→
ε∈Λ⊂R≥0
πεV , kjer je Λ ⊂ R≥0 gosta podmnožica in π regularen
element v V .
Primer 4.7. Oglejmo si dva osnovna primera:
• Poljuben V in m = 0.
• Perfektoidno polje K, kjer je V = OK in m = mk.
Definicija 4.8. Naj bo M ∈ Mod(V ). Potem rečemo, da je
(i) M skoraj 0 (M ≈ 0), če velja mM = 0 (⇐⇒ m⊗V M = 0).
(ii) V -linearna preslikava f : M → N skoraj injektivna, če je ker(f) skoraj 0.
(iii) V -linearna preslikava f : M → N skoraj surjektivna, če je coker(f) skoraj 0.
(iv) V -linearna preslikava f : M → N skoraj izomorfizem, če je skoraj injektivna
in skoraj surjektivna.
Primer 4.9. Za perfektoidno polje K je polje ostanankov k = OK/mK skoraj 0.
4.2 Naklonska ekvivalenca za perfektoidne Tateove kolobarje
Naj bo A CPK π = (π[)] = (π(0), π(1), . . . )] PPU in m = A◦◦ = ∪nπ(n)A, m[ =
A[◦◦ = ∪n(π[)
1
pnA[. Očitno je (A◦◦)2 = A◦◦ in (A[◦◦)2 = A[◦◦.
V tem primeru lahko rečemo, da je A+-modul M skoraj 0, če je A◦◦M = 0.
Lema 4.10. Velja, da je A+-modul M skoraj 0 natanko tedaj, ko je π
1
pnM = 0 za
vsak n ∈ N.
Dokaz. Ker je π topološko nilpotenten, so tudi vsi π
1
pn topološko nilpotentni za vse
n ∈ N, t.j. π
1
pn ∈ A◦◦. Zato je torej π
1
pnM = 0 za vse n ∈ N.
Obratno, predpostavimo, da je π
1
pnM = 0 za vsak n ∈ N. Vzemimo sedaj poljuben
element x ∈ A◦◦. Ker je πA+ odprta v A, velja, da obstaja nek n, da je xpn ∈ πA+,




pn ∈ A+ in je
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po izreku 4.3 A+ p-zaprt, je tudi π−
1





pn x)M ∈ π
1
pnM = 0. Zato je tudi A+M = 0.
Primer 4.11. Velja, da je A◦/A+ skoraj 0.
Res, za poljuben x ∈ A◦ je πx topološko nilpotenten, zato obstaja nek n ∈ N, da je
(πx)n ∈ A+ zaradi odprtosti A+. Ampak ker je A+ po trditvi 4.3 p-zaprta, je tudi
πx ∈ A+. Torej je res π(x+A+) = πx+A+ = A+ in po lemi 4.10 je A◦/A+ skoraj 0.
Lema 4.12. [19,Lemma 3.7.], [4] Naj bo B perfektoidna A-algebra. Potem imamo
preslikavo A→ B in naslednje trditve so ekvivalentne:
(i) Preslikava f : A→ B je skoraj izomorfizem.
(ii) Inducirana preslikava f ′ : A[ → B[ je skoraj izomorfizem.





Dokaz. (i) → (ii): Ker je π PPU, je regularen in zato iz skoraj injektivnosti
π
1
pn ker(f) = 0 sledi ker(f) = 0, torej je f injektiven in zato je A podkolobar
od B in f(A) = A. Zato je preslikava f ′ : A[ = R(A) → R(B) = B[ injektivna.
Tako je tudi π
1
pn ker(f ′) = 0 za vsak n ∈ N0, torej je f ′ skoraj injektivna. Ker je f
skoraj surjektivna, velja, da je B/f(A) = B/A skoraj 0, torej π
1
pnB/A = 0 za vsak
n. Ampak to ravno pomeni, da je π
1
pnB ⊂ A za vsak n. Za poljuben element x =
(x0, x1, . . . ) je π
[ 1
pn x = (π, π
1
p , . . . )
1




pn+1 x1, . . . ) ∈ R(A),
saj je π
1
pn+i xi ⊂ π
1
pn+iB ⊂ A. Torej je π
1
pnB[ ⊂ A[ oziroma f ′ je skoraj surjektiven
in zato tudi skoraj izomorfizem.
(ii) =⇒ (i): Izpustimo. Dokaz se lahko najde npr. v [19],Lemma 3.6.
(i) =⇒ (iii): Ker je f skoraj izomorfizem, velja π ker(f) = 0 in πB ⊂ f(A). Za
vsak element A ∈ A[ 1
π
] velja a = ππ−1a in podobno za B[ 1
π
]. Torej je f ′′ izomorfi-
zem.
(iii) → (i): Kolobar R = B[ 1
π
] je PTK in zato je B celosten perfektoidni podko-
lobar. Ker je A[ 1
π
] ∼= B[ 1π ], je tudi A celosten perfektoidni podkolobar R in lahko
predpostavimo, da je A ⊂ B. Ampak potem po posledici 4.5 velja R◦◦ ⊂ A ⊂ B
in ker(f) = 0. Ker je π
1
pn topološko nilpotenten za vsak n, je za vsak b ∈ B tudi
π
1
pn b topološko nilpotenten, torej π
1
pnB ⊂ A◦◦ ⊂ A kar ravno pomeni, da je f skoraj
surjektivna in tako tudi skoraj izomorfizem.






Ta kolobar je PTK karakteristike p, torej perfekten.
Naj bo R0 ⊂ R nek celosten prefektoiden definicijski podkolobar od R in π PPU





] = R◦[ 1
π
], je po implikaciji (iii) =⇒ (i) iz leme 4.12 preslikava R0 → R◦
skoraj izomorfizem. Ampak potem je tudi R[0[
1
π
] → R◦[[ 1
π




] ∼= R◦[[ 1π ] (po implikacijah (i) =⇒ (ii) in (i) =⇒ (iii) iz leme 4.12). Torej
je R◦[ definicijski podkolobar od R[.
Izrek 4.14. [19,Theorem 3.8] Naj bo R PTK. Potem velja R◦[ = R[◦, torej podko-
lobar elementov iz R[ z omejenimi potencami je ravno R◦[. Imamo bijekcijo med
celostnimi perfektoidnimi definicijskimi podkolobarji v R in R[, ki je podana s pre-
slikavo
R→ R[.
V posebnem se bijekcija zoži na bijekcijo med množicama podkolobarjev celostnih
elementov v R in R[.
Dokaz. Ker je R◦ perfektoiden definicijski podkolobar od R, je R◦[ perfektoiden
definicijski podkolobar od R[, torej je vsebovan v R[. Torej velja R◦[ ⊂ R[◦ in R[◦
lahko gledamo kot perfektoidno R◦[-algebro. Po naklonski ekvivalenci za CPK-je
(izrek 3.27) jo lahko odklonimo in dobimo perfektoidno R◦-algebro B = (R[◦)] oz.
B[ = R[◦. Sedaj bomo spet večkrat uporabili lemo 4.12. Ker je B R◦-algebra, imamo
preslikavo f : R◦ → B, ki inducira izomorfizem R = R◦[ 1
π
] → B[ 1
π
]. Po implikaciji
(iii) → (i) je f skoraj izomorfizem. Skoraj surjektivnost nam da πB ⊂ R◦ kar po
posledici 2.58 pomeni, da je B omejen. Torej je B ⊂ R◦, kar nam da B = R◦ in
R[◦ = B[ = R◦[.
Če pokažemo, da velja
R[◦/R[◦◦ ∼= R◦/R◦◦,
potem bo posledica 4.5 implicirala želeno bijekcijo. Res, zaradi enakosti R[◦ = R◦[
velja R[◦/π[R[◦ = R◦[/π[R◦[, kjer je π nek psevdouniformizator, ki premore p-te
korene. Odklon nam da izomorfizem R◦[/π[R◦[ ∼= R◦/πR◦, zato je R[◦/π[R[◦ ∼=
R◦/πR◦. Ideal nilpotentnih elementov v R[◦/π[R[◦ je R[◦◦/π[R[◦, ideal nilpotentnih





kar smo želeli pokazati.
Izrek 4.15. [4] Naj bo R PTK. Potem imamo ekvivalenco kategorij
(PTK nad R)
≈−→ (PTK nad R[),
ki je podana z
S 7→ S[.
Dokaz. Naj bo R PTK in S PTK nad R, torej imamo preslikavo f : R→ S. Ker sta
R in S Tateova kolobarja, je preslikava f adična, torej velja f(R◦) ⊂ S◦. Preslikava
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f inducira zvezen homomorfizem kolobarjev R◦[ → S◦[. Generično vlakno od R◦[ je
(za nek π psevdouniformizator) R◦[[ 1
π
] = R[◦[ 1
π
] = R[, kjer velja enakost R[◦ = R◦[
po izreku 4.14. Podobno pokažemo, da je generično vlakno od S◦[ enako S[. Torej
imamo zvezen homomorfizem kolobarjev R[ → S[.
Naj bo R[ → T nek zvezen homomorfizem kolobarjev. Preslikava R[◦ → T ◦ in-
ducira zvezno preslikavo R◦ = (R◦[)] → T ◦]. Generično vlakno od (R◦[)] = R◦ je
R◦[ 1
π
] = R, generično vlakno od T ◦] pa je T ◦][ 1
π
]. Dobimo torej inducirano zvezno
preslikavo na generičnih vlaknih R→ T ◦][ 1
π
]. Kvazi-inverz je torej dan z ].
5 Perfektoidna polja
Naslednji korak na hierarhični lestvici so perfektoidna polja. Večina dognanj tega
poglavja bo le posledica rezultatov preǰsnjih dveh poglavij. Zgodovinsko gledano je
Scholze najprej obravnaval perfektoidna polja in se šele nato lotil kolobarjev, zato je
o poljih tudi dosti znanega. Na žalost bomo veliko zanimivih rezultatov izpustili ali
jih zgolj navedli, saj bi njihova temeljita obravnava zahtevala nekaj tehničnih lem,
predvsem iz skoraj matematike in homološke algebre.
V tem poglavju bomo sledili tekstoma [19] in [4], na trenutke pa tudi [2].
Definicija 5.1. Perfektoiden Tateov kolobar R, ki je hkrati nearhimedsko polje, je
perfektoidno polje.
Opomba 5.2. Spomnimo se, da za nearhimedsko polje K velja K◦ = OK , K◦◦ =
mK in K
◦/K◦◦ = O/mK = k. V tem razdelku bomo, glede na situacijo, uporabljali
vse te oznake.
Izrek 5.3. [17] Naj bo R PTR, ki je hkrati polje. Potem je R polno nearhimedsko
polje, t.j. topologija na R je dana z valuacijo, ki ima rank 1.
Dokaz. Glej [14,Theorem 4.2].
Opomba 5.4. Po trditvi 5.3 bi lahko perfektoidno polje R ekvivalentno definirali
tudi kot PTK, ki je hkrati polje.
Trditev 5.5. Naj bo K nearhimedsko polje z valuacijo |.|. Potem je K perfektoidno
polje natanko tedaj, ko so izpolnjeni pogoji:
(a) Valuacija na K ni diskretna (t.j. valuacijska grupa |K∗| ⊂ R>0 ni izomorfna Z
oz. |p|Z),
(b) |p| < 1,
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(c) Frobenius ϕ : K◦/pK◦ → K◦/pK◦ je surjektiven (torej K◦ vsebuje dosti p-tih
korenov mod p).
Opomba 5.6. Pogoj (iii) nam pove, da je vsak element kvocienta K◦/p neka p-ta
potenca.
Dokaz. (⇒): Naj bo K perfektoidno polje. Ker je K potem tudi PTK, obstaja PPU
π, da velja p ∈ πpK◦ in da je preslikava Φ : K◦/πK◦ → K◦/πpK◦ izomorfizem. Ker
je p ∈ πpK◦, obstaja nek x ∈ K◦, da velja p = πpx. Ker je πp topološko nilpotenten
in ima x omejene potence, sledi, da je tudi p topološko nilpotenten, torej je p ∈
K◦◦ = mK in |p| < 1. Ker je x ∈ K◦, velja |p| ≤ |πp| < 1 = |p0|. Če je |πp| 6= |p|,
potem valuacijska grupa ni izomorfna |p|Z, saj |πp| /∈ |p|Z in posledično valuacija ni
diskretna. Če pa je |πp| = |p|, pa iz |π| < 1 sledi |p| = |πp| < |π| < 1 = |p0|, torej
|π| /∈ |p|Z in posledično valuacija ni diskretna.
Ker je Φ izomorfizem, je vsak element v K◦/πpK◦ neka p-ta potenca. Ampak potem
je po lemi 3.14 tudi vsak element v K◦/pK◦ neka p-ta potenca, torej je Frobeniusov
endomorfizem ϕ surjektiven na K◦/pK◦.
(⇐): Obratno, naj sedaj K zadošča lastnostim (a), (b) in (c). Potem je K◦ = OK ,
torej je omejen v K in zato je K enakomeren. Ker valuacija ni diskretna, je |p|Z $
|K×| , torej obstaja element x ∈ K×, da velja |p|n+1 < |x| < |p|n za nek n ∈ Z. Če
neenakost delimo z |p|n dobimo |p| < |y| < 1, za y = x
pn
. Zato je y ∈ K◦◦∩K×, torej
je psevdouniformizator. Po točki (c) je y nek p-ti koren po mod pK◦. Torej obstajata
takšna z, w ∈ K◦, da je y = zp+pw. Valuacija je nearhimedska in velja |p| < |y| < 1
in |zp − y| = |pw| < |p|, zato po lemi 2.39 sledi |zp| = |zp − y + y| = |y|. Torej velja
|pz−p| ≤ 1 oziroma pz−p ∈ K◦, kar implicira p ∈ zpK◦. Ker je |p| < |zp| < 1, je
z ∈ K◦◦ ∩K×, torej je z psevdouniformizator. Vzemimo a ∈ K◦, da je ap ∈ zpK◦.
Potem je (a
z
)p ∈ K◦ in ker je A◦ p-zaprt je tudi a
z
∈ K◦, torej a ∈ zK◦. S tem
smo pokazali, da je Frobeniusova preslikava Φ : K◦/zK◦ → K◦/zpK◦ injektivna.
Ker je Frobeniusov endomorfizem surjektiven na K◦/pK◦, je vsak element iz K◦
p-ta potenca mod pK◦, torej je po lemi 3.14 tudi p-ta potenca mod zpK◦ in zato je
Frobenius tudi surjektiven in posledično izomorfizem. Torej je K res PTK.
Primer 5.7. Oglejmo si primer in ne-primer perfektoidnih polj:
• Za K = Qp je K◦ = Zp in K◦/p = Fp. Sicer je Fp perfekten in očitno velja
|p| < 1, ampak vseeno Qp ni perfektoidno polje, ker ima diskretno valuacijsko
grupo (t.j. izomorfno Z oziroma |p|Z).
• V splošnem je vsako algebraično zaprto, polno nearhimedsko polje perfektoi-
dno polje.
Perfektoidna polja ločimo na tista karakteristike 0 in karakteristike p. Za per-
fektoidna polja karakteristike p velja enostavna karakterizacija:
Trditev 5.8. Naj bo K nearhimedsko polje z netrivialno valuacijo in karakteristiko
p. Potem je K perfektoidno polje natanko tedaj, ko je K perfekten.
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Dokaz. Direktna posledica trditve 4.6. Da lepše ilustriramo koncepte tega poglavja,
podajmo še ekspliciten dokaz.
Naj bo K perfekten in vzemimo poljuben element y ∈ K◦, torej |y| ≤ 1. Potem
zaradi perfektnosti obstaja tak x ∈ K, da velja xp = y. Ampak potem je tudi
|xp| = |y| ≤ 1 in posledično |x| ≤ 1, kar pomeni ravno, da je x ∈ K◦. Torej je Fro-
beniusov endomorfizem na K◦ = K◦/pK◦ (ker smo v karakteristiki p) surjektiven.
Ker ima K karakteristiko p, velja 0 = |p| < 1. Ker valuacija ni diskretna, obstaja
nek neničelen element t ∈ K, da je 0 < |t| < 1 in vse njegove p-te korene, zato
valuacijska grupa ni diskretna.
Obratno, naj boK perfektoidno polje. Ker je Frobeniusov endomorfizemK◦/pK◦ =
K◦ → K◦ = K◦/pK◦ surjektiven, je Frobenius surjektiven tudi na K. Res, če je
x ∈ K◦ je to očitno. Sicer je |x| > 1 in ker je K polje, je |x−1| < 1, torej x−1 ∈ K◦.
Po surjektivnosti Frobeniusa na K◦ obstaja tak y ∈ K◦, da velja yp = x−1 in
polsedično |yp| = |x−1|. Ampak potem je 1 < |x| = |y−p|, torej je |y−1| > 1 in
x = (y−1)p, zato je Frobenius res surjektiven na K.
Ker je K polje, nima nilpotentov razen 0. Jedro Frobeniusa so vsi elementi x, za
katere velja xp = 0. Ker mora biti tak x nilpotenten, velja, da je x = 0 in Frobenius
je tudi injektiven na K, torej je K perfekten.
Do konca poglavja naj bo π ∈ OK nek psevdouniformizator, za katerega velja
|p| ≤ |π| < 1, torej |π| ∈ |p|OK za perfektoidno polje K.
Lema 5.9. [2,Lemma 3.1.3.(i)] Za perfektoidno polje K je njegova valuacijska grupa
|K×| p-deljiva - to pomeni, da je vsak element neka p-ta potenca.
Dokaz. Ker je K perfektoidno polje, njegova valuacijska grupa ni diskretna, torej
je |p|Z $ |K×|. Zato (in ker velja |p| < 1) obstaja tak x ∈ K×, da velja |p|n+1 <
|x| < |pn| za nek n ∈ Z, oziroma obstaja y = x
pn
, da velja |p| < |y| < 1, torej
y ∈ K◦. Ker je Frobenius surjektiven na K◦/pK◦, obstajata takšna z, w ∈ K◦, da
velja zp = y + pw. Potem je |zp − y| = |pw| ≤ |p| < |y|. Zato velja |z|p = |zp| =
|zp − y + y| ≤ max(|zp − y|, |y|) = |y|, torej je vsak element |y| ∈ |K×|, za katerega
velja |p| < |y| < 1, neka p-ta potenca. Ker je K◦ valuacijski kolobar, so vsi ideali
linearno urejeni in ker p ne deli y v K◦, sledi, da y deli p v K◦, torej obstaja tak
a ∈ K◦, da velja p = ya. Sledi |p| = |y| · |a| in zato tudi za a velja |p| < |a| < 1,
torej je tudi |a| neka p-ta potenca in tako je p kot produkt dveh p-tih potenc tudi
sam p-ta potenca.
Če za element velja |x| = 1, je očitno |x| = |1|p. Če za nek x velja |x| < |p|, lahko
zapǐsemo |x| = |pn| · |b| za neka n ∈ N in |p| < |b| ≤ 1, torej je tudi tak element
neka p-ta potenca. Torej je valuacijska grupa |K×| res generirana z množico vseh
elementov |x|, za katere velja |p| < |x| ≤ 1 in z |p|Z, zato je res vsak element v |K×|
neka p-ta potenca.
Lema 5.10. Naj bo K perfektoidno polje in |.| valuacija. Potem definiramo valuacijo
|.|[ na K[ kot kompozitum preslikav
|.|[ : K[ ]−→ K |.|−→ R>0
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in na ravni elementov torej velja
|x|[ = |x]|.
Če je |.| zvezna valuacija, je tudi |.|[ zvezna valuacija. Še več, zvezne valucije na K
in K[ so v bijekciji.
Dokaz. Očitno velja |0|[ = 0 in |1|[ = 1. Ker sta ] in |.| multiplikativni, za x, y ∈
K[ velja |xy|[ = |(xy)]| = |x]y]| = |x]| · |y]| = |x|[ · |y|[. Za vsak n ∈ N0 velja
|x(n) + y(n)|pn = |(x
1
pn )] + (y
1
pn )]|pn ≤ max(|(x
1
pn )]|pn , |(y
1
pn )]|pn), torej velja tudi
|x+ y|[ = lim
n→∞








pn )]|pn) = max(|x|[, |y|[)
in zato je preslikava res valuacija.
Vzemimo γ ∈ |K×| in naj bo U = {a ∈ K | |a| < γ} odprta podmnožica v K.
Potem je V = {b ∈ K[ | |b| < γ} = ]−1(U) in ker je preslikava ] : K[ → K zvezna,
je V odprta podmnožica v K[. Za dokaz bijekcije glej [17,Proposition V.1.2.6.].
Lema 5.11. Če je K perfektoidno polje in π psevdouniformizator, potem obstaja
tak element π[ ∈ O[K, da velja |(π[)]| = |π|. Še več, velja O[K = OK[ in imamo
izomorfizma OK/πOK ∼= OK[π[OK[ in OK/mK ∼= OK[mK[ .
Dokaz. Ker je K perfektoidno polje, je tudi PTK. Zato je po izreku 4.15 tudi K[
PTK. Ker je OK = K◦ po izreku 4.14 vemo, da je O[K = K◦[ = K[◦ = OK[ . To
enakost lahko vidimo tudi eksplicitno preko naslednjih ekvivalenc:
x ∈ OK[ ⇐⇒ |x|[ ≤ 1 ⇐⇒ |x]| ≤ 1 ⇐⇒ x] ∈ OK
⇐⇒ ∀n ∈ N0 : x(n) ∈ OK ⇐⇒ x ∈ O[K .
Ker jeK◦◦ = mK inK
[◦◦ = mK[ dobimo iz dokaza izreka 4.14 izomorfizmaOK/πOK =
K◦/πK◦ ∼= K[◦/π[K[◦ = OK[π[OK[ in OK/mK = K◦/K◦◦ ∼= K[◦/K[◦◦ = OK[mK[ .
Ker je K PTK, je K◦ = OK CPK, zato po lemi 3.15 obstaja tak element u ∈ O×K ,
da je uπ = (π[)]. Ker imajo elementi v O×K valuacijo enako 1, sledi |π| = |u| · |π| =
|uπ| = |(π[)]| = |π[|[.
Posledica 5.12. Če je K perfektoidno polje, je tudi K[ perfektoidno polje in imamo
ekvivalenco kategorij
(perfektoidna polja nad K) ≈ (perfektoidna polja nad K[),
ki je podana s preslikavo
L 7→ L[.
Dokaz. Sledi direktno iz leme 5.11.
Posledica 5.13. Naj bo K perfektoidno polje. Potem za valuacijske grupe od K in
K[ velja |K×| = |K[×|.
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Dokaz. Po definiciji valuacije na K[ sledi, da je |K[|[ ⊂ |K×|. Iz dokaza leme
5.9 vemo, da je valuacijska grupa |K×| generirana z elementi |x|, za katere velja
|p| < |x| < 1. Če torej dokažemo, da so vsi ti generatorji |x| valuacijske grupe |K×|
tudi v valuacijski grupi |K[|[, smo pokazali še vsebovanost |K×| ⊂ |K[|[ in želena
enakost sledi. Ampak po lemi 5.11 obstaja tak t ∈ K[, da je |t|[ = |t]| = |x|, torej
|t|[ ∈ |K[|[ in trditev sledi.
Trditev 5.14. [17,Proposition V.1.2.9.] Naj bo K PTK. Potem je K perfektoidno
polje natanko tedaj, ko je K[ perfektoidno polje.
Dokaz. Ker je K PTK je po izreku 4.15 tudi K[ PTK. Zato je po izreku 5.3 dovolj
pokazati, da je K polje natanko tedaj, ko je K[ polje.
Vzemimo poljuben element x ∈ K in x[ = (x(0), x(1), . . . ) ∈ K[. Če je x = 0, je tudi
x(0) = 0 in iz zveze x(0) = (x(n))p
n ∈ K s pomočjo dejstva, da je po trditvi 2.66 K
reduciran, vidimo, da so potem vsi x(n) = 0 za vse n ∈ N0. Zato je x[ = 0 ∈ K[. Če
je x ∈ K obrnljiv, je tudi x(0) ∈ K obrnljiv in zaradi zveze x(n) = (x(0))pn so tudi
vsi x(n) ∈ K obrnljivi za vsak n ∈ N0. Zato je x[ ∈ K[.
Obratno, vzemimo nek x = (x(0), x(1), . . . ) ∈ K[. Če je x = 0, je tudi x] = x(0) =
0 ∈ K. Če je x obrnljiv, potem je tudi x] = x(0) = (x(n))pn ∈ K obrnljiv. Zato je
res K polje natanko tedaj, ko je K[ polje.
Izrek 5.15. [Kedlaya] [4], [23,Proposition 3.8] Naj bo K perfektoidno polje. Potem
je K algebraično zaprt natanko tedaj, ko je K[ algebraično zaprt.
Dokaz. Naj bo K[ algebraično zaprt. Vzemimo poljuben moničen nerazcepen poli-
nom P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ K[x]. Naj bo |ai| = maxj=0,...,n−1 |aj|.
Zaradi nerazcepnosti P je očitno |ai| > 0. Če P (x) ni polinom nad OK , ga lahko
zamenjamo s polinomom a−ni P (ai x) in dobljeni polinom bo zaradi maksimalnosti
|ai| ležal v OK [x]. Zato lahko privzamemo, da je P (x) ∈ Ok[x]. Po lemi 5.13 je
|K×| = |K[×| vektorski prostor nad Q, zato obstaja tak b ∈ K, da je |a0| = |b|n. Po-
tem lahko spet zamenjamo polinom P (x) z b−n0 ·P (bx) = xn+cn−1xn−1+· · ·+c1x+c0,
kjer je |c0| = 1. Zato lahko privzamemo, da je |a0| = 1. Izberimo nek PPU
π[ ∈ K[ ter pripadajoč PPU π ∈ K. Če polinomu P reduciramo vse koeficiente
po mod πOK , dobimo polinom nad OK/πOK , ki ga označimo s P̃ (x). Vemo, da
imamo izomorfizem OK/πOK ∼= OK[/π[OK[ . Naj bo Q(x) = xn + dn−1xn−1 +
· · · + d1x + d0 ∈ K[[x] tak polinom, da za njegovo redukcijo po mod π[OK[, ki
jo označimo z Q̃(x) ∈ OK[/π[OK[ [x] velja, da sta P̃ in Q̃ enaka glede na iden-
tifikacijo v OK/πOK [x] ∼= OK[/π[OK[ [x]. Ker je K[ algebraično zaprt, ima Q
neko ničlo y0 ∈ OK[ . Potem je P (y
]







n−1+· · ·+a1(x+y]0)+a0 = xh(x)+P (y
]
0). Vidimo, da ima kon-
stantni člen enak P (y]0) ∈ πOK . Podobno kot prej po lemi 5.13 obstaja tak b0 ∈ K,
da velja |b0|n = |P (y]0)| ≤ |π|. Sedaj vzemimo polinom P1(x) = b−n0 P (b0x) ∈ OK




(Pm)m∈N0 ∈ OK [x], da veljajo pogoji P = P0, Pm+1(x) = b−1m Pm(bmx+y]m) in |bm|n =
|Pm(y]m)| ≤ |π|. Zaradi teh pogojev potem velja Pm(y]m) = (b0 · . . . · bm−1)−1Pm(xm),
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2 + · · ·+ c0 · . . . · cm−1y
]
m−1. Zato velja
|P (xm)| = |(c0 · . . . · cm−1)nPm−1(ym−1)| ≤ |(c0 · . . . · cm−1)n| ≤ |π|m.




i=0 c0 · . . . · ciy
]
i je potem v OK , saj vrsta konver-





|P (xm)| ≤ lim
m→∞
|π|m = 0, torej P (x) = 0, kar pomeni da ima P ničlo x ∈ OK
in zato je K algebraično zaprt. Obrat se dokaže na podoben način.
Izrek 5.16. Naj bo K polno polje z valuacijo |.|K in naj bo L algebraična razširitev
od K. Potem se valuacija |.|K enolično razširi do valuacije |.|L na L in L je poln
glede na to valuacijo.
Če je σ ∈ Aut(L|K), potem je |σ(a)|L = |a|L za vsak a ∈ L.
Dokaz. Glej [21,Chapter II, Theorem 4.8].
Lema 5.17. [Zveznost ničel] Naj bo K polno polje z valuacijo in naj bo K al-
gebraično zaprtje od K. Naj bosta p(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0 in
q(x) = xn + dn−1x
n−1 + · · · + d1x + d0 ∈ K[x] monična polinoma in naj bodo
b1, . . . , bn ∈ K ničle od q. Če je a ∈ K ničla od p, obstaja tak j ∈ {1, . . . , n}, da
velja







Dokaz. Iz faktorizacije q(x) =
∏n
j=1(x− bj) vidimo, da velja
∏n
j=1 |a− bj| = |q(a)|.
Ker je f(a) = 0 in ker sta tako p kot q monična in se torej pri njuni razliki xn odšteje,
lahko pǐsemo |q(a)| = |q(a)− f(a)| = |
∑n−1
i=0 (di− ci)ai| ≤ maxi=0,...,n−1(|di− ci||a|i).
Če bi za vse j ∈ {1 . . . , n} veljalo |a− bj| > maxi=0,...,n−1(|di − ci|
1
n |a| in ), bi prǐsli v
protislovje. Zato res obstaja nek j ∈ {1 . . . , n}, da velja |a−bj| < maxi=0,1,...,n−1(|ci−
di|
1
n |a| in ).
Lema 5.18. [Krasnerjeva lema] Naj bo K polno polje z valuacijo in naj bo K
algebraično zaprtje od K z razširjeno valuacijo. Naj bo a ∈ K separabilen element
in naj bodo a2, . . . , an ∈ K ostale ničle minimalnega polinoma P (x) ∈ K[x] stopnje
n za a. Če obstaja tak b ∈ K, da velja
|a− b| < min
i=2,...,n
|a− ai|,
potem je K(a) ⊂ K(b).
Dokaz. Naj bo L Galoisovo zaprtje od K(a, b) nad K(b) in izberimo poljuben σ ∈
Gal(L|K(b)). Ker je a separabilen, je razširitev L|K(b) Galoisova. Potem velja
|a− σ(a)| = |(a− b)− (σ(a)− b)| = |(a− b)− (σ(a)− σ(b))| = |(a− b)− σ(a− b)| ≤
max(|a− b|, |σ(a− b)|) = |a− b|. Tukaj smo upoštevali, da je σ linearna in po izreku
5.16 izometrija. Sledi, da je |a − σ(a)| < mini=2,...,n |a − ai|. Ampak, ker je σ(a)
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konjugiranka od a nad K(b) in posledično tudi nad K, je σ(a) ∈ {a, a2, . . . , an}.
Sledi torej, da je σ(a) = a. Ker je bil σ ∈ Gal(L|K(b)) poljuben, je a ∈ K(b) in
torej tudi K(a) ⊂ K(b).
Primer 5.19. [8] Polje p-adičnih števil Qp ni algebraično zaprto.
Res, naj bo p > 2 in n tak, da velja 0 < p < n in da n ni kvadrat celega števila
po mod pZ. Vzemimo polinom f(x) = x2 − n ∈ Qp[x]. Recimo, da obstaja tak
a ∈ Qp, da velja a2 = n. Ker je a ∈ Qp je a = pmb za nek m ∈ Z in b ∈ Zp. Potem
velja p2mb2 = n in ker je n < p je m = 0. Ker je b ∈ Zp, ga lahko zapǐsemo kot
b = b0 + b1p + b2p
2 + . . . za bi ∈ Fp. Potem velja n = b2 = b20 + pZp, torej je n
kvadrat mod pZp in ker imamo kanoničen izomorfizem Z/pZ ∼= Zp/pZp sledi, da je
n kvadrat tudi po mod p, kar pa je v nasprotju z izbiro n. Torej polinom f nima
ničle v Qp in zato Qp ni algebraično zaprt.
Če hočemo, da bi Qp bil algebraično zaprt, lahko to storimo na silo tako, da
vzamemo njegovo algebraično zaprtje Qp. Ampak izkaže se, da potem izgubimo zelo
pomembno lastnost, saj Qp ni poln (glej [25]). Kako rešimo ta problem? Jasno, tako,
da Qp na silo napolnimo, torej vzamemo napolnitev Q̂p := Cp. Sedaj pa imamo res
vse želene lastnosti saj je, kot se bo izkazalo v naslednji trditvi, Cp tudi algebraično
zaprt!
Trditev 5.20. Polje Cp = Q̂p je algebraično zaprto.
Dokaz. Vzemimo poljuben element a ∈ Cp in naj bo p(x) = xn + cn−1xn−1 + · · · +
c1x+ c0 ∈ Cp[x] minimalen polinom za a nad Cp. Označimo z a2, . . . , an ostale ničle
tega polinoma nad nekim razpadnim obsegom. Ker je Cp gost v svoji napolnitvi Qp,
lahko najdemo nek polinom q(x) = xn + dn−1x
n−1 + · · ·+ d1x+ d0 ∈ Qp[x]. Po lemi
5.17 obstaja taka ničla b polinoma q, da velja
|a− b| < min
i=2,...,n
|a− ai|.
Po Krasnerjevi lemi 5.18 potem velja Cp(a) ⊂ Cp(b). Ampak, ker je Qp algebraično
zaprt in je q polinom nad Qp, je b ∈ Qp ⊂ Cp. Potem iz Cp(a) ⊂ Cp(b) = Cp sledi
Cp(a) = Cp in zato je a ∈ Cp, torej je Cp res algebraično zaprt.
Primer 5.21. Še en primer perfektoidnega polja je Cp.
Res, za K = Cp = Q̂p je valuacijska grupa izomorfna Q (oziroma |p|Q), ki ni dis-
kretna grupa. Očitno velja |p| < 1. Ker je Cp algebraično zaprt, ima vsak element
iz b ∈ K◦ nek p-ti koren c ∈ Cp (ker ima polinom xp − b ∈ K◦[x] ⊂ Cp[x] ničlo
v Cp). Ampak, ker je K◦ celostno zaprt, sledi, da je c ∈ K◦. Torej ima poljuben
element b ∈ K◦ nek p-ti koren iz K◦, torej tudi p-ti koren po mod pK◦. Zato je Cp
perfektoidno polje.
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Lema 5.22. [4] Naj bo K polno polje z valuacijo, ki ima rank 1 in naj bo F neka
algebraična in separabilna razširitev od K. Potem je F separabilno zaprt natanko
tedaj, ko je F̂ separabilno zaprt.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da je F = F sep, torej da je separabilno zaprt in
vzamimo nek element a iz separabilnega zaprtja od F̂ . Naj bo p(x) = xn+cn−1x
n−1+
· · · + c1x + c0 ∈ F̂ minimalni polinom za a in predpostavimo, da je n > 1 (kar je
ekvivalentno temu, da a /∈ F ). Naj bodo a1 = a, a2, . . . , an ničle od p v nekem
algebraičnem zaprtju. Ker je a separabilen, so vse ničle od p različne. Zaradi
preglednosti definirajmo ε = mini=2,...,n |a− ai|. Ker je F gost v svojem zaprtju F̂ ,
obstajajo takšni elementi c̃i ∈ F , da velja |c̃i−ci||a|n−i < εn za vsak i ∈ {0, . . . , n−1}.
Nadalje tvorimo polinom p̃(x) = xn + c̃n−1x
n−1 + · · ·+ c̃1x+ c̃0 ∈ F [x] in naj bodo
b1, . . . , bn ničle od p̃. Po potrebi lahko člene c̃i še bolǰse aproksimiramo, tako da
bo po lemi 5.17 o zveznosti ničel veljalo, da je v neki dovolj majhni okolici vsake
izmed (paroma različnih ničel) ai samo ena ničla bi, torej lahko predpostavimo, da
je polinom p̃ separabilen. Nadalje velja
|p̃(a)| = |p̃(a)− p(a)| = |
n−1∑
i=0
(c̃i − ci)ai| ≤ max
i=0,...,n−1
|c̃i − ci||a|n−i < εn.
Posebej to pomeni, da je |p̃(a)| =
∏n
i=1 |a − bi| < εn, zato obstaja nek i, da je
|a − bi| < ε in posledično po Krasnerjevi lemi 5.18 sledi, da je a ∈ F (bi). Ker je
minimalen polinom od bi nad F separabilen, je tudi bi separabilen in zato je bi ∈ F ,
kar pomeni, da je F (bi) = F in torej je a ∈ F , kar pa je protislovje s pogojem, da je
n > 1.
Obratno, naj bo F̂ separabilno zaprt. Potem za separabilno zaprtje F sep od F velja
F sep ⊂ F̂ = F̂ sep. Vzemimo nek element a iz F sep, ta je potem separabilen in
algebraičen nad F . Naj bo p(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x+ c0 ∈ F [x] minimalni
polinom za a in naj bodo a2, . . . , an ∈ F sep preostale ničle od p (zaradi separabilnosti
od a so vse ničle od p različne). Ker je F gost v svoji napolnitvi F̂ obstaja tak b ∈ F ,
da velja |a − b| < mini=2,...,n |a − ai|. Po Krasnerjevi lemi 5.18 potem velja, da je
a ∈ F (b) = F , torej je F sep = F (F je separabilno zaprt).
5.1 Naklonska ekvivalenca za perfektoidna polja
Izrek 5.23. Naj bo K perfektoidno polje. Potem velja:
(i) Če je L končna razširitev od K, potem je tudi L perfektoidno polje (s topologijo
končnega vektorskega prostora nad K).
(ii) Imamo ekvivalenco kategorij
(končne razširitve od K)
≈−→ (končne razširitve od K[),
podano s preslikavo
L→ L[.
(iii) Obstaja izomorfizem absolutnih galoisovih grup
GK ∼= GK[ .
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Dokaz. Lema 5.22 in [4] ali [19,Chapter 4.2 Chapter 4.3].
6 Naklonska korespondenca za perfektoidne pro-
store
V tem poglavju bomo tesno sledili tekstom [23], [19], [18], [20], malo pa tudi [2] in [17].
Namen tega razdelka je pokazati naklonsko korespondenco za perfektoidne pro-
store in videti, da se ti prostori obnašajo zelo podobno kot snopi.
Definicija 6.1. Huberjev par (R,R+) je perfektoiden, če je R PTK.
Večino poglavja bomo dokazovali naklonsko ekvivalenco za perfektoidne prostore:




ki slika identificira racionalne podmnožice v X in X[.
(ii) Za racionalni podmnožici U ⊂ X in V = [(U) ⊂ X[ velja, da je O+X(U) CPK
nad R+, O+
X[




Dokaz. Dokaz zaradi obsežnosti razdelimo na šest korakov.
Prvi korak: dobra definiranost preslikave [.
Izrek 6.3. Naj bo (R,R+) Huberjev par in (R[, R+[) njegov naklon, X = Spa(R,R+)
in X[ = Spa(R[, R+[). Potem obstaja homeomorfizem
[ : X
∼=−→ X[,
ki slika valuacijo x ∈ X v valuacijo x[ ∈ X[, definirano kot |a(x[)| = |a](x)|.
Dokaz. Najprej pokažimo, da je preslikava dobro definirana in zvezna.
V dokazu leme 5.10 smo pokazali, da nam zvezna valuacija na R da zvezno valuacijo
na R[ (v dokazu nismo uporabili predpostavke, da je K polje, zato enak dokaz velja
za PTK R). Naj bo a ∈ R+[. Potem je a] ∈ R+ in zato velja |a|[ = |a]| ≤ 1,
torej res velja |R+[| ≤ 1 in zato je preslikava [ dobro definirana. Za dokaz zveznosti
vzemimo neko racionalno podmnožico B = U(f1,...,fn,(π
[)k
g
) ⊂ X[. Ker je R[ Tateov,
generirajo f1, . . . , fn, (π
[)k cel R[. Potem odkloni f ]1, . . . , f
]
n, π
k, g] generirajo A (saj
ta množica vsebuje potenco perfektoidnega psevdouniformizatorja π od Tateovega






) ⊂ X. Opo-
mnimo, da |fi
g






|[ ≤ 1. Očitno velja [−1(B) = A. Torej je
preslikava [ res zvezna.
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Drugi korak: dokaz naslednjega izreka.
Izrek 6.4. Za racionalni podmnožici U ⊂ X in V = [(U) ⊂ X[ velja, da je O+X(U)
CPK nad R+, O+
X[




Naj bo V ⊂ X[ racionalna podmnožica. Pǐsimo
V = X[
(




kjer so f1, . . . , fn ∈ R+[ in dodatno predpostavimo, da je fn neka potenca od π[.
Potem je
[−1(V ) = X
(





racionalna podmnožica, ki jo definirajo odkloni elementov f1, . . . , fn, g, saj velja
|f ]i | = |fi|[ in |g]| = g|[ za vsako valuacijo |.| ∈ X.
Naj bo B tista R+-podalgebra od R+[ 1
g]











i ∈ {1, . . . , n} in j ≥ 1.
Nadalje naj bo C tista R+[-podalgebra od R+[[1
g








za i ∈ {1, . . . , n} in j ≥ 1.
Trditev 6.5. [23,Lemma 6.4.], [19,Proposition 6.4.]
(i) Jedro preslikave
f [ : R+[[X
1
p∞
1 , . . . , X
1
p∞
n ]  C,





















1 , . . . , X
1
p∞
n ]  B,
















i za i ∈ {1, . . . n} in j ≥ 1.
(iii) π[-adična napolnitev Ĉ od C je CPK nad R+[. Odklon Ĉ] je potem CPK nad
R+ in ima generično vlakno Ĉ][ 1
π
], ki je PTK.





] (zaradi tega je
tudi B̂[ 1
π















)] za i ∈ {1, . . . n} in j ≥ 1 in
ki se zoži na injektivno skoraj surjekcijo B ↪→ Ĉ].
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(v) Ĉ] je celosten nad B̂.









] in π uniči ele-
mente v razliki množic B̂ −B′. Podobno je Ĉ celosten nad svojim podkolobar-
jem C ′ = ̂R+[[f1
g]
, . . . , fn
g
] in π[ uniči elemente v razliki množic Ĉ − C ′.
Izrek 6.4 bo sledil iz te trditve. Res, po definiciji je O+X(U) celostno zaprtje od
B′ v B′[ 1
π
] = OX(U) in to je nadalje enako celostnemu zaprtju od B̂ v B̂[ 1π ], saj je
po točki (vi) kolobar B̂ celosten nad B′ in neka potenca π uniči razliko B̂ −B′.
Ker je B̂[ 1
π
] PTK po točki (iv) in je O+X(U) podkolobar celostnih elementov v
B̂[ 1
π
] (saj je O+K(U) celostno zaprtje od B̂ v B̂[ 1π ]), sledi, da je O
+
K(U) CPK (po
podobnem premisleku bo sledilo tudi, da je O+
K[
(V ) CPK).





], je celostno zaprtje od B̂ v B̂[ 1
π
] enako celostnemu zaprtju Ĉ] v Ĉ][ 1
π[
]. To je
nadalje enako, kot če bi najprej vzeli celostno zaprtje od Ĉ v Ĉ[ 1
π[
] in potem uporabili
], saj sta celostno zaprtje in ] kompatibilna za celostne perfektoidne podkolobarje v
PTK-ju. Po točki (vi) je Ĉ celosten nad C ′ in razliko Ĉ −C ′ uniči neka potenca od
π[, zato je celostno zaprtje od Ĉ v Ĉ[ 1
π[
] enako celostnemu zaprtju od C ′ v C ′[ 1
π[
],




Dokaz trditve 6.5. Opomnimo, da imajo vsi objekti nad R[ karakteristiko p.
(iii): Ker je C perfekten in π[ regularen, je napolnitev Ĉ tudi perfektna in ima
ravno π[-adično topologijo, torej je po lemi 3.10 CPK nad R[.




1 , . . . , X
1
p∞
n ]/J  C skoraj izomorfizem, oziroma po lemi 4.12 ekvivalentno,





1 , . . . , X
1
p∞








postavili smo, da je fn = π
[N za nek N ∈ N. Ker je π[ obrnljiv, je posledično
tudi fn obrnljiv, ampak potem je zaradi relacije gXn = fn mod J na domeni pre-
slikave g obrnljiv. Na kodomeni je g obrnljiv, ker je C podalgebra od R+[[1
g
]. Če
upoštevamo še, da je R+[[ 1
π[
] = R[, vidimo, da moramo dokazati, da je presli-























] izomorfizem. Očitno velja
J ⊂ ker(f [). Naj bo sedaj x ∈ ker(f [). Potem obstaja nek M ∈ N, da je π[Mx ∈ J .
Ker je J ideal, je potem tudi (π
[ M
pN x)p
N ∈ J . Ker je Frobenius avtomorfizem na
ker(f [) in na J , sledi, da je potem π
[ M
pN x ∈ J , torej x je skoraj v J . Zato je ker(f)
skoraj J , oziroma ker(f [ 1
π[
]) = I[ 1
π[
] in tako je surjektivna preslikava f [ 1
π[
] tudi injek-
tivna in posledično izomorfizem.
(ii) in (iv): Spomnimo se, da je B podalgebra v R+[ 1
g]











, C pa podalgebra v R+[[1
g



































] = (f 1pji )] = f ] 1pji .
Ker je fn = π
N za nek N ∈ N, je torej fn obrnljiv in iz zgornje enakosti vidimo, da je
potem tudi g obrnljiv v Ĉ]. Zato imamo enolično določeno preslikavo h : B → Ĉ],










pj )]. Če vzamemo π-adično
napolnitev in invertiramo π, dobimo preslikavo ĝ[ 1
π
] : B̂ → Ĉ], ki pa je določena
samo z vrednostmi na B in zato posledično enolična.
Vzemimo kompozitum preslikav
h ◦ f : R+[X
1
p∞








1 , . . . , X
1
p∞
n ]/(I, π) ∼= R+[[X
1
p∞
1 , . . . , X
1
p∞
n ]/(I[, π[), se redukciji h ◦ f
po mod π in f [ po mod π[ ujemata. Iz dokaza točke (i) vemo, da je f [ skoraj izo-
morfizem po mod π[, zato je tudi h ◦ f skoraj izomorfizem po mod π in v posebnem
je tudi f skoraj injektivna po mod π. Ampak ker je f surjektivna z domeno, ki je
π-separirana in kodomeno, ki nima π-torzije, sledi, da je f skoraj injektivna. Torej
velja točka (ii).
Ker je h ◦ f skoraj izomorfizem mod π in je f surjektivna, sledi, da je h skoraj
izomorfizem mod π in posledično mod πN za vsak N ∈ N. Ker tudi inverzne limite
ohranjajo skoraj izomorfizme ([2,Proposition 4.1.7.]), vidimo, da je tudi preslikava
ĥ : B̂ → Ĉ] skoraj izomorfizem. To pomeni, da je ker(ĥ) skoraj 0. Ampak kolobar B̂
nima π-torzije, zato iz pogoja πp
1
M ker(ĥ) = 0 sledi ker(ĥ) = 0, torej je ĥ injektiven
in velja ĥ(B̂) = B̂ ⊂ Ĉ]. Skoraj surjektivnost nam pove, da je Ĉ]/ĥ(B̂) = Ĉ]/B̂
skoraj 0 in torej velja B̂[ 1
π
] = Ĉ][ 1
π
]. S tem smo dokazali točko (iv).
(v): Potrebovali bomo naslednjo lemo:
Lema 6.6. [19,Corollary 2.2.(ii)]
Najmanǰsi celostni perfektoidni podkolobar od Ĉ] ⊂ B̂[ 1
π
] = Ĉ][ 1
π








| xpN ∈ B̂ + pĈ] za dovolj velike N ∈ N
}
.
Dokaz. Naj bosta x, y ∈ B̃. Potem obstajata takšna M in N , da je xpM , ypN ∈
B̂+pĈ]. Ampak potem je za vsak k ≥ max(M,N) tudi (x+y)pk = xpk +ypk +pc ∈
B̂ + pĈ], zato je x + y ∈ B̃. Velja tudi (xy)pk ∈ (B̂ + pĈ])2 = B̂ + pĈ], zato je
xy ∈ B̃ in torej je B̃ res kolobar.
Ker sta B̂ in Ĉ] oba definicijska podkolobarja (torej odprta in omejena) za PTK
B̂[ 1
π
] = Ĉ][ 1
π
], je tudi B̃ definicijski podkolobar.
Sedaj bomo preverili, da je B̃ celostni perfektoidni kolobar. Naj bo π PPU za Ĉ].
Ker je B̂ odprt, obstaja nek N , da je πN ∈ B̂, torej tudi πN ∈ B̃. Zato je B̃ tudi
poln glede na π-adično topologijo, saj je definicijski podkolobar za PTK. Naj bo
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Φ : B̃/πB̃ → B̃/πpB̃ preslikava, definirana z x 7→ xp. Naj bo a ∈ B̃ tak, da velja
ap = πpb za nek b ∈ B̃. Ker je Ĉ] CPK, obstaja nek c ∈ Ĉ], da velja a = πc. Ker
za c velja cp = b ∈ B̃, je potem že c ∈ B̃. Torej je a = πc ∈ πB̃ in preslikava Φ je
injektivna.
Za dokaz surjektivnosti spet izberimo nek a ∈ B̃. Ker je Ĉ] CPK obstajata b, c ∈ Ĉ],
da velja bp = a + pπc. Ker je π topološko nilpotenten in je Ĉ] omejen, je tudi πc
topološko nilpotenten in zato je πc ∈ B̃. Torej je gp = f + pπc ∈ B̃ in posledično
tudi g ∈ B̃. Zato je vsak element iz B̃ neka p-ta potenca po mod πB̃ in po lemi 3.14
tudi neka p-ta potenca po mod πpB̃. Torej smo dokazali surjektivnost.
Za dokaz minimalnosti izberimo nek celosten perfektoiden kolobar B′′, da velja B̂ ⊂
B′′ ⊂ B̃. Po enakem argumentu kot prej, je B′′ definicijski podkolobar. Po dokazu
izreka 4.3 je B′′ tudi p-zaprt in vsebuje Ĉ]◦◦ ⊃ pĈ], zato vsebuje kar cel B̃ in
posledično je B′′ = B̃.
Sedaj bi radi dokazali, da je B̃ = Ĉ].









. Ker sta B̃ in Ĉ] oba CPK, po
naklonski ekvivalenci za CPK sledi, da sta B̃[ in Ĉ CPK-ja in velja B̃[ ⊂ Ĉ. Am-





pj , ki so hkrati generatorji od C. Zato je
C ⊂ B̃[ ⊂ Ĉ. Ker je B̃[ poln glede na π[-adično topologijo, je B̃[ = Ĉ in s ponovno
uporabo naklonske ekvivalence dobimo B̃[ = Ĉ.
Ker je Ĉ]/B̂ skoraj 0 in je p ∈ πpĈ], je pĈ] ⊂ B̂ in tako je Ĉ] = {x | xpN ∈
B̂ za dovolj velike N ∈ N}. Torej je Ĉ] celostna razširitev od B̂, kar smo želeli
dokazati.
(vi): Po definiciji je C tista R+[-podalgebra v R+[[1
g
], ki jo generirajo vsi p-ti
koreni od fi
g
, zato očitno velja C ⊃ R+[[f1
g
, . . . , fn
g
] = C ′′′. Želimo pokazati, da vse











b, za neke ki ≥ 0, 0 ≤ ai < ki in b ∈ C ′′′. Če bi bil















d′ za d′ = (fi
g
)d ∈ C ′′′.
Torej če je potenca d od fi
g
celo število, je (fi
g
)d element iz C ′′′.
Videli smo, da je fn = π






































ki ∈ C ′′′. Tako smo pokazali, da je π[nNC ⊂ C ′′′. Imamo torej vsebova-
nosti π[nNC ⊂ C ′′′ ⊂ C. Če vzamemo π[-adične napolnitve, dobimo π[nN Ĉ ⊂ Ĉ ′′′ ⊂
Ĉ. Posebej nam vsebovanost π[nN Ĉ ⊂ Ĉ ′′′ pove dvoje: prvič, da neka potenca od
π[ uniči vsak element iz razlike množic Ĉ − Ĉ ′′′ = Ĉ −C ′, in drugič, da je Ĉ ′′′ ravno
π[-adično odprt in vsebuje vse dovolj velike potence od π[. Razširitev C ′′′ ⊂ C je
očitno celostna. Zaradi π[-adične odprtosti od Ĉ ′′′ in π[-adične polnosti od Ĉ ′′′ in Ĉ
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pa sledi tudi, da je razširitev C ′ = Ĉ ′′′ ⊂ Ĉ celostna.
Na enak način dokažemo trditev za B̂ in B′ in to zaključuje dokaz za točko (vi).
Tretji korak:
V tem koraku bomo pokazali, da ima vsaka racionalna podmnožica v X obliko
[−1(V ), kjer je V neka racionalna podmnožica v X[. Za začetek pa potrebujemo
naslednjo aproksimacijsko lemo:
Trditev 6.7 (Scholzejeva aproksimacijska lema). [23,Lemma 6.5] Naj bo (K,K+)
perfektoiden Huberjev par in postavimo (R,R+) := (K〈X
1
p∞










Naj bo f ∈ R+ homogen element stopnje d ∈ Z[1
p
]. Potem za poljubno racionalno
število c ≥ 0 in poljuben ε > 0 obstaja tak gc,ε ∈ R+[, ki je homogen element stopnje
d in da za vsak x ∈ X = Spa(R,R+) velja
|f(x)− g]c,ε(x)| ≤ |π|1−ε max(|f(x)|, |π|c).
Dokaz. Glej [17,Proposition V. 1.6.4.].
Posledica 6.8. [23,Corollary 6.7.(i)] Naj bo (R,R+) perfektoiden Huberjev par in
X = Spa(R,R+). Za poljuben f ∈ R, poljubno racionalno število c ≥ 0 in poljuben
ε > 0 obstaja tak gc,ε ∈ R[, da za vsak x ∈ X velja
|f(x)− g]c,ε(x)| ≤ |π|1−ε max(|f(x)|, |π|c).
Dokaz. Glej [17,Corollary V. 1.6.5.].
Trditev 6.9. [19,Corollary 6.8.] Vsaka racionalna podmnožica v X je oblike [−1(V )
za neko racionalno podmnožico V ⊂ X[.




za f1, . . . , fn−1, π
N , g ∈ R+. Ker je X(f1,...,fn−1,π
N
g




) je dovolj poka-
zati, da za vsako izmed množic X(fi,π
N
g
) obstaja neka racionalna množica Vi ⊂ X[,









∩n−1i=1 [−1(Vi) = [−1(∩n−1i=1 Vi) in ker je presek (končno mnogo) racionalnih množic spet
racionalna množica, smo dokazali našo trditev.
Uporabimo sedaj aproksimacijsko lemo 6.7. Vzemimo f = fi, c = N, ε = 1 in
označimo g]N,1 = g
]
1. Po aproksimacijski lemi dobimo neenakost |fi(x) − g
]
1(x)| ≤
max(|f(x)|, |πN |). Če je max(|f(x)|, |πN |) = πN , je po lemi 2.39 tudi |g]1(x)| ≤ |πN |.
Če pa je max(|f(x)|, |πN |) = |f(x)|, pa po lemi 2.39 velja |g]1(x)| ≤ |f(x)|. Torej je
max(|g1(x)|, |πN |) = max(|f(x)|, |πN |).
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Vzemimo sedaj še f = g, c = N, ε ∈ (0, 1) in označimo gN,ε = g2. Po aproksi-
macijski lemi dobimo neenakost |g(x) − g]2(x)| ≤ |π|1−ε max(|g(x)|, |πN |). Ker je π
PPU, je |π| < 1 in tudi |π|1−ε < 1 za ε ∈ (0, 1). Torej velja
|g(x)− g]2(x)| ≤ |π|1−ε max(|g(x)|, |πN |) < max(|g(x)|, |πN |).








Najprej vzemimo poljuben x ∈ X(f,πN
g
). Potem je |f(x)|, |πN | ≤ |g(x)|. Zato sledi
|g(x)− g]2(x)| < |g(x)| in posledično po lemi 2.39 velja |g(x)| = |g
]
2(x)|. Ampak ve-
lja tudi max(|f(x)|, |πN |) ≤ |g(x)|, torej tudi max(|g]1(x)|, |πN |) ≤ |g(x)| = |g
]
2(x)|.
Zato je |g]1(x)|, |πN | ≤ |g
]










) poljuben. Potem velja |g]1(x)|, |πN | ≤ |g
]
2(x)|. Če
je max(|g(x)|, |πN |) = |g(x)|, po lemi 2.39 sledi, da je |g]2(x)| = |g(x)|. Ker pa je
max(|g]1(x)|, |πN |) ≤ |g
]
2(x)|, je tudi max(|f(x)|, |πN |) ≤ |g
]
2(x)| = |g(x)| in torej je
x ∈ X(f,πN
g
). Če pa je max(|g(x)|, |πN |) = |πN | in πN | > |g(x), pa po lemi 2.39 ve-






















)), torej smo dokazali
trditev.
Četrti korak: dokaz surjektivnosti preslikave [.
Lema 6.10. [20,Lemma 3.8] Naj bo A celostni perfektoidni kolobar in π ∈ A nek
PPU. Potem je A valuacijski kolobar natanko tedaj, ko je A[ valuacijski kolobar.
Velja tudi, da je A[ 1
π
] polje.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da je A valuacijski kolobar. Vzemimo a = (a0, . . . ),
b = (b0, . . . ) ∈ A[. Ker sta a0, b0 ∈ A in je A valuacijski kolobar, velja a0|b0 ali
b0|a0. Brez škode za splošnost predpostavimo, da a0|b0. Ker je ap1 = a0 in b
p
1 = b0
posledično velja tudi, da a1|b1 in induktivno sklepamo, da an|bn za vsak n ∈ N.
Ampak potem so vsi ulomki an
bn
∈ A in torej a|b v R[.
Obratno, predpostavimo da je A[ valuacijski kolobar. Ker je A CPK, ima nek PPU,
ki ga označimo s π. Vzemimo nek a ∈ A. Če je A res valuacijski kolobar, bi moralo
veljati π|a ali a|π. Recimo, da π ne deli a, torej da a /∈ πA. Nadalje vzemimo takšen
α ∈ A[, da velja α] ≡ a mod πpA. Ker velja a /∈ πA, velja tudi α] /∈ πA oziroma
α /∈ π[A[, torej π[ ne deli α. Ampak ker je A[ valuacijski kolobar sledi, da potem
α deli π[, torej π[ ∈ αA[ in posledično π ∈ α]A. Torej obstaja nek b ∈ A, da je
π = α]b. Ampak po drugi strani je α] = a+πpc za nek c ∈ A. Torej imamo enakost
π = ab+πpbc in velja π(1−πp−1bc) ∈ aA. Ampak ker je A poln, je 1−πp−1bc ∈ A×
in torej je π ∈ aA.
Sedaj vzemimo poljubna elementa x, y ∈ A in brez škode za splošnost oba delimo
z največjo potenco od π, ki deli tako x kot y. Brez škode za splošnost potem velja
x /∈ πA. Ampak po preǰsnjem premisleku potem velja π ∈ xA. Če je y ∈ πA, velja
tudi y ∈ xA, torej x|y. Sicer pa velja tudi y /∈ πA in zato π ∈ yA. Ker je kvocient
A/πA = A[/pA[ valuacijski kolobar, lahko brez škode za splošnost predpostavimo,
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da x deli y po mod π, zato je y = xa+ πb za a, b ∈ A. Ampak ker je π ∈ xA, sledi,
da je y ∈ xA in s tem smo dokazali ekvivalenco.
Naj bo x 6= 0. Če nek πm ∈ xA, potem je πk ∈ xA za vse k ≥ m. Zato predpo-
stavimo, da πm /∈ xA za vsak m ∈ N. Ampak potem velja, da πm|x za vsak m,
torej x ∈ πmA in posledično x ∈ ∩m∈NπmA. Ampak ker je A valuacijski kolobar, je
tudi separiran in sledi, da je x = 0. Torej za vsak x 6= 0 obstaja nek m, da velja
πm ∈ xA oziroma πm = xa za nek a ∈ A. Ampak potem je 1 = x a
πm
. Torej ima
vsak neničelen element x ∈ A inverz v A[ 1
π
]. Podobno ima vsak element oblike x
πk





Lema 6.11. [19,Example 6.3] Za celosten perfektoiden kolobar A, ki je hkrati va-
luacijski kolobar in za B = Frac(A) velja Spa(B,A) ∼= Spa(B[, A[).
Skica dokaza. Naj bo A kot v predpostavki. Potem za vsak x ∈ Spa(B,A) obstaja
nek praideal P ⊂ A. Ker je x zvezna valuacija, je praideal P odprt in zato vsebuje
A◦◦. Na ta način dobimo korespondenco med praideali v A in praideli v A/A◦◦ in
posledično je Spa(B,A) ∼= Spec(A/A◦◦).
Ker je A CPK in valuacijski kolobar, je po naklonski korespondenci za CPK-je
in lemi 6.10 tudi A[ CPK in valuacijski kolobar. Na podoben način potem velja
tudi Spa(B[, A[) ∼= Spec(A[/A[◦◦). Ampak preslikava ] nam inducira izomorfizem
A[/A[◦◦
∼=−→ A/A◦◦, zato velja Spa(B,A) ∼= Spa(B[, A[).
Naj bo y ∈ X[, k̂(y) napolnitev polja ostankov od y in D = k̂(y)
+
valuacijski
podkolobar. Potem lahko pǐsemo kar Frac(D) = k̂(y). Ker je X[ perfekten, je
tudi D perfekten in posledično po lemi 3.10 CPK. Ampak potem je po naklonski
ekvivalenci za CPK-je in po lemi 6.10 tudi D] CPK in valuacijski kolobar. Iz D]
konstruiramo še Frac(D]) tako, da invertiramo nek PPU iz D].
Iz preslikave Huberjevih parov (R,R[)→ (Frac(D]), D]) po funktorialnosti dobimo
komutativni diagram
Spa(Frac(D]), D]) Spa(Frac(D), D)
X = Spa(R,R+) Spa(R[, R[+) = X[.
[
[
Z uporabo leme 6.11 za A = D] dobimo izomorfizem Spa(Frac(D]), D]) ∼=
Spa(Frac(D), D) in posledično je tudi spodnja vodoravna puščica surjektivna, to
pa smo želeli pokazati.
Peti korak: dokaz injektivnosti preslikave [.
Ker je prostor X spektralen, ima v posebnem tudi lastnost T0: za različni točki
x, y ∈ X obstaja takšna okolica ene točke, ki ne vsebuje druge točke. Zato je [
injektivna.
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Šesti korak: preslikava [ je homeomorfizem.
Preslikava [ je injektivna, surjektivna, zvezna in obstaja takšna baza odprtih množic
v X[, da tvorijo praslike teh baznih množic bazo prostora X. Zato je preslikava [
res homeomorfizem.
Izrek 6.12. [20]
(i) Strukturna predsnopa OX ,O+X sta snopa.
(ii) Za R+-moduli H i(X,OX) so skoraj 0 za vsak i > 0.
Dokaz. (i) Po Buzzard-Verberkmoesovem pogoju je dovolj preveriti, da so Tateovi
kolobarji OX enakomerni za vse racionalne podmnožice U ⊂ X. Ampak ker je
OX PTK po izreku 6.2 in po lemi 2.66 tudi enakomeren.
(ii) Glej [19] ali [2].
Zaradi tega imamo naslednjo definicijo:
Definicija 6.13. [20] Perfektoiden prostor X je adičen prostor, v katerem ima vsaka
točka x ∈ X odprto okolico oblike Spa(R,R+) za nek perfektoiden Tateov par. To
z drugimi besedami pomeni, da lahko lepimo Spa(R,R+) po racionalnih množicah.
Podobno velja za lepljenje v X[.
Po naklonski korespondenci potem velja, da imamo ekvivalenco med kategorijo per-
fektoidnih prostorov nad X in kategorijo perfektoidnih prostorov nad X[.
7 Zaključek
Perfektoidni prostori so Scholzejev prvi način prehajanja med mešano in pozitivno
karakteristiko. Drugi način je preko teorije diamantov, ki je bila razvita malo po
perfektoidnih prostorih. Še bolj sveža je prizmatična kohomologija. Perfektoidi so
tudi zelo uporabni v teoriji Shimurinih raznoterosti. Kamorkoli pogled seže, povsod
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